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Przedmowa

Kazda rzecz mozna ogladaé z rozmaitych punktdw widzenia, a temat nasze]
ksigzki nie stanowi wyjatku od tej reguly. Dla studenta Wydzialu Mechaniczno-Ma-
tematycznego Panstwowego Uniwersytetu Moskiewskiego (MGU) algebra liniowa
jest przedmiotem wykladanym na drugim semestrze pierwszego roku. Dla specjalisty
— algebraika wyksztalconege na ideach Bourbakiego, algebra liniowa jest teorig
dos¢ szczegdlnych struktur algebraicznych, a mianowicie przestrzeni i odwzorowan
liniowych lub, w nowomodnym jezyku, teoria kategorii liniowych.

Zadanie algebry liniowej mozna scharakteryzowaé w szersze] perspektywie jako
opracowanie matematycznego jezyka, w ktérym dalaby sie wyrazié jedna z najbar-
dziej podstawowych idei nauk przyroduiczych - idea liniowosci. Jej najwazniejszym
przypadkiem szczegolnym jest, byé moze, zasada liniowosci matych przyrostow —
niemal kazdy naturalny proces jest prawie zawsze lokalnie linlowy. Zasada ta legla
u podstaw cale] analizy matematycznej i jej zastosowan. Algebra wektoréw w tréj-
wymiarowe]j przestrzeni fizycznej, ktéra historia uczynila kamieniem wegielnym w
budowli algebry liniowej, wyrosla z tego samego Zrédla — dopiero od czasu Einste-
ina wiemy, ze takze przestrzen fizycana jest tylko w przyblizeniu liniowa w malym
otoczeniu obserwatora. Na szezedcie, to male otoczenie jest dostatecznie duze.

Fizyka dwudziestego wieku radykalnie i doéé¢ nieoczekiwanie rozszerzyla zasieg
zastosowania idei liniowodci, dolgczajac do zasady liniowosci malych prayrostéw za-
sade superpozycji wektoréw stanu. Najogolniej mowiac, przestrzen stanéw dowolnego
ukladu kwantowo-mechanicznego jest przestrzenia lintows nad cialem liczb zespo-
lonych. W rezultacie prawie wszystkie konstrukcje zespolonej algebry liniowej staly
si¢ czedcig, aparatu matematycznego, stosowanego do formulowania fundamental-
nych praw przyrody — od teorii dwoistoici liniowe], wyjasniajacej kwantows zasade
komplementarnodci Bohra, do teorii reprezentacii grup, pozwalajace] objaénié tablice
Mendelejewa, ,zoologie” czastek elementarnych, a nawet sama, strukture czasoprze-
strzent,

Wybér materialu do tego wykladu jest okreslony poprzez dazenie autoréw do
przedstawienia nie tylko podstaw aparatu, ktdry osiggnal prawie ukoticzona postaé
juz na poczatku tego wieku, ale takze do wyrobienia pogladu na mozliwoéci jego
zastosowanl, odnoszacych sie zazwyczaj do innych dyscyplin. Tradycja wykladania
sprzyja rozczlonkowaniu Zywego organizmu matematyki na izolowane organy, kté-
rych mozliwoscl Zyciowe musza by¢ sztucznie podtrzymywane. Odnosi sie to szcze-
golnie do tych  krytycznych okreséw” w historii naszej nauki, ktére charakteryzuia
sie zwrdceniem szczegolne] uwagi na logiczng zwartodé 1 szczegdlowe opracowanie
podstaw teorii. Ostatnie pél wieku bylo okresem ukierunkowane] przez teorie mno-
gosci przebudowy jezyka i podstawowych pojeé, a jednoéé matematyki upatrywano
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- praede wszystkim w jednodci jej podstaw logicznych. Nie odcinajac si¢ od zauwazal-
““nych osiagnieé tego okresu, cheemy w tej ksiazce wyrazié takze rysujace sie tendencie
- do syntezy matematyki jako érodka poznania $wiata zewngtrznego. (Niestety, mu-
" sieliémy calkowicie pominaé teori¢ metod numerycznych w zagadnieniach algebry
liniowej, kidra rozrosta si¢ w sarmodzielng dyscypline.)

Z wymienionych wzgledéw do przedstawianej przez nas ksiazki, podobnie jak i do
Wstepu do algebry jednego z autoréw, zostal wigczony nie tylko material przezna-
czony do wykladu, ale réwniez przeznaczony do czytania w domu, a takze dla zajec
seminaryjnych. Nie mozna tu narzucaé ostrego podzialu, ale w zgodzie ze standardo-
wym programem wykladu (jeden semestr, lecz dwa wykiady tygodniowo), powinien
sic w nim znalezé podstawowy material § § 1-9 czesci 1; § § 2-8 czedci 2; § § 1, 3,
5, 6 czedci 31§ § 1, 3-6 czedci 4. Przy tym jako material podstawowy okreélamy
tu nie tyle dowody trudnych twierdzes, ktdérych nie ma za duZo w algebrze liniowej,
co system pojeé, ktéry nalezy sobie przyswoid. Dlatego wiele twierdzeri zawartych w
tych rozdzialach mozna przedstawié w uproszczonych wariantach lub nawet catkowi-
cie opudci¢ — 2z braku czasu taka praktyka jest w pelni dopuszczalna. Jak przy tym
uniknaé zamienienia wykladu w nuzace wyliczanie definicji stanowi dla wykladowcy
powazny problem. Mamy nadzieje, ze pozostale fragmenty ksiazki beda mu w tym
pomocne,

Przy powtdrnym wydaniu zostaly poprawione bledy drukarskie i drobne styli-
styczne usterki, na ktére zwrécili nam uwage liczni czytelnicy. W dwdch miejscach
byhsmy zmuszeni wnie$¢ poprawki do dowoddéw. Wiele cennych spostrzezen przeka-
zali narn wspdlpracownicy Katedry algebry 1 teorii liczb Patistwowego Uniwersytetu
Leningradzkiego. Konsiruktywna krytyka recenzentow, a takze bardzo sumienna i
wielce kompetentna praca redaktora wydania V. L. Popova w znacznym stopniu
przyczynily sie do polepszenia jakodci ksiazki., Wszystkim tym osobom wyrazamy
gleboky wdziecznosd.

Odpowiedzialnosc za pozostale w ksigice niedostatki autorzy przyjmuja na swoje
barki. Ce
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Czesc 1.

. Przestrzenie liniowe i odwzorowania
liniowe

8§ 1. Przestrzenie liniowe

1. Wektory zaczepione w wybranym punkcie przestrzeni mozna mnozyé przez
liczby i dodawaé zgodnie z reguly réwnolegloboku. Stanowi to klasyczny model praw
skladania przemieszczen, predkosci lub sit w mechanice. W okresleniu ogdlnej prze-
strzeni wektorowej (inaczej liniowej) liczby rzeczywiste zastepuje sie elementami
dowolnego ciala, a najprostsze wlasnosci dodawania i mnozenia wektordw wprowa-
dza sie jako aksjomaty. , Tréjwymiarowosdc” przestrzeni fizycznej nie odciska zadnego
¢ladu na definicji, gdyz pojecie wymiaru wprowadza sie i bada osobno.

. Wyklady poswigcone dwu- i tréjwymiarowej geometrii analitycznej dostarczajg,
wielu przykladdw geometrycznej interpretacii algebraicznych zwiazkdw miedzy dwie-
ma lub trzema zmiennymi. Jednakze w opinii N. Bourbakiego ,ograniczenie sie tylko
do jezyka geometrycznego odpowiadajacego przestrzeni tréjwymiarowej byloby dla
wspdlczesnego matematyka tak krepujacym jarzmem, jak to, ktdre przeszkadzato
Grekom rozszerzy¢ pojecie liczby na stosunki wielkosci niewspdimiernych?.

2. Definicja. Przestrzeniq lintowq (lub wektorowg) L nad ciafem K nazywamy
zbidr I z dwoma wyrdznionymi dzialaniami: wewnetrznym L x L — L, zapisywanym
zazwyczaj jako dodawanie: ({y, {p) + I +1o, i zewnetrznym K x L — L, zapisywanym
zazwyczaj jako mnozenie: (a,!) — al.

Zakladamy przy tym, Ze spelnione sz nastepujace aksjomaty:

a) Dodawanie elementdw przestrzeni L, zwanych wektorami, wprowadza w L
strukturg grupy abelowej (przemiennej). Element zerowy tej grupy jest zwykle ozna-
czany przez 0, a element odwrotny do [ oznaczany jest przez —I.

b} Mnozenie wektordw przez elementy ciata K, zwane skalarami, jest unitarne,
4. U =1 dla kazdego I, i igeene, tj. a(bl) = (ab)l dla kaidych a,b e K,l ¢ L.
c¢) Dodawanie | mnozenie sq zwiqzane prawami rozdzielnosci, 1.

a(ll -+ lg) = CE!I Es afg, (ai -+ (12)1 = all + agl

dla kaidych a, a1, a0 € K, 1,1, I € L.




8 Czeéé 1. Przestrzenie lintowe i odwzorowania liniowe

8. A oto niekidre najprostsze wnioski z definicji.

a) 0l = a0 = 0 dla wszystkich a € K,l € L. W istocie, 0/ 4+ 0/ = (04 0)] = 0/,
skad wynika 0/ == 0 na mocy prawa skracania w grupie abelowej. Analogicznie,
a0 + a0 = a(0 + 0) = a0 = 0, tj. a0 = 0.

b) (~1){ = —1. W istocie, [+ (-1} = U+ (~I} = (1 + (=1)){ =0l =0, a wiec
wektor {(—1){ jest przeciwny do wektora I

¢} Jesli al = 0, to mamy ¢ = 0 lub I'= 0. W istocie, jeslia # 0, to 0 = ¢ {(al) =
(a-ta)l =1i=L

d} Dla dowolnych @y,...,a, € K 11,...,1, € L wyrazenie aily + -+ anly, =
Z ail; jest jednoznacznie okresione, gdyz dzieki lacznodci dodawania w grupie abe-

i=1
lowej mozna nie wprowadzaé nawiaséw ustalajacych koleino$é dodawania parami

skladnikdw sumy. Podobnie jednoznacznie okreslony sens ma wyrazenie a;ag - -+ apl.

Wyrazenie postaci Z ail; nazywa sie kombinacjq liniowq wektordéw Iy, ..., 1,, a ska-

lary ¢3,..., @ wspolczynmkama tej kombmacp liniowej.
W daiszym ciagu czesto beda pojawiaé sie nastepujace przyklady’ przestrzem
liniowych.

4. Przestrzen zerowymiarowa. Jest to grupa abelowa L = {0} zawierajaca
jedynie element zerowy. Jedyna mozliwa postaciag mnozenia przez skalary jest a0 =0
dla wszystkich ¢ € K (sprawdzcie spelnienie aksjomatow !).

Uwaga’ Zerowymiarowe przestrzenie wektorowe okreslone nad rdznymi ciatami
sq rézZnymi przestrzeniami, bo definicja przestrzeni hnlowej obejmuje takze zadanie
ciala skalaréw K.

5. Cialo skalardw jako jednowymiarowa przestrzen kartezjarska. Tu
L = K, dodawanie jest dodawaniem w ciele K, a mnozenie przez skalary jest
mnozeniem w K. Spelnienie aksjomatow przestrzeni liniowej wymka z aksjomatéw
clala dla K.

Nieco ogéinie], jeéli dane jest clalo K 1 jego podcialo K, to K mozna traktowac

jako przestrzen wektorows nad K. Na przyklad, cialo C hczb zespolonych jest prze--

strzenia wektorowa nad cialem liczb rzeczywistych R, ktore z kolei jest przestrzenia
wektorows nad cialem liczb wymiernych Q.

6. n-wymiarowa przestrzen kartezjariska. Rozwazmy L = K* = K x--- x
K (iloczyn kartezjanski n > 1 czynnikéw). Elementy L bedziemy zapisywad bad?
jako wiersze (a4,...,a,), a; € K, bad? jako kolumny o wysokoéci n. Dodawanie
1 mnozenie przez skalary okre§lamy za pomocs wzordw:

(al‘}'-‘}a’n)“}'(bl)'-‘ bn)z(a1+b17‘-'3an+bn)a
afay, ..., an)=(aay,...,a6,).

Dla n = 1 otrzymujemy poprzedni przykiad. Jednowymiarowe przestrzenie nad K
nazywaja sie prostymi albo K-prostymi, a dwuwymiarowe — K -plaszczyznami.
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7. Przestrzenie funkeji. Niech S oznacza dowolny zbidr, a F(S) — zbidr
funkcji na § o wartosciach w K, tj. odwzorowant § w K. Jak zazwyczaj, dla funkeji
f:5 — K symbolem f(s) oznaczona jest jej wartoé¢ w punkcie s € 5.

Dodawanie i mnozenie funkcji przez skalary jest okreslone punktowo, tj. dla do-
wolnych f, g € F(S) i kazdego o € K przyjmujemy

(f +Vg)(s) = f(s) + g{s) dla kazdego s € S;
(af)(s) = a(f(s)) dla kazdego s € 5.

W przypadku gdy S = {1,...,n}, moiemy utozsamié¢ F(S5) z K*, przyporzadko-

wujac funkcji f ,wektor” (f(1),..., f(n}) je] wartosci we wszystkich punktach S.
Okreélenia dodawania 1 mnozenia sa zgodne z tym.utoZsarnieniem.

Kazdemu elementowi s € S mozna przyporzadkowad ,funkcje delta &,, sku-
piong w {s}”, ktérg okresla sig nastepujaco: 6,(s) = 1, 8,(t) = 0, gdy t # s. Jezeli
§ = {1,...,n}, to zamiast & (k) piszemy zazwyczaj 8 1 funkcje delta nazywamy
symbolem (deltq) Kroneckera.

Jezeli zbidr S jest skoficzony, to kazda funkcje z F(S) mozna przedstawié w
postaci kombinacji linjowej funkcji delta: f = Z f(s)bs. W istocie, wynika to 2

poréwnania dla dowolnego punktu s € § wartosc; funkcji wystepujacych po obu
stronach powyiszej réwnodci. I odwrotnie, jesli f = 3 a,d,, to obliczajac wartosci
s€S

kazdej ze stron w punkcie s, otrzymamy f{s) = a,.

Jesli zbidr S jest nieskoniczony, to powyzsze stwierdzenie nie jest prawdziwe, a
méwiac dokiadniej nie mozna go wyprowadzié¢ z wyzej podanych definicji, bowiem
sumy nieskoniczonej ilosci wektoréw nie zostaly okreslone! Niekiedy mozna okreslié
sumy nieskonczone w przestrzeniach wektorowych wyposazonych dodatkowo w po-
jecie granicy lub, co na jedno wychodzi, w topologie {por. § 10). Przestrzenie takie
s zasadniczym obiektem studium analizy funkcjonalnej.

W przypadku gdy S = {1,...,n}, funkcja &; reprezentowana. jest przez wektor
e; =(0,...,0,1,0,...,0) (jedynka na i-tym miejscu, a zera na wszystkich pozosta-
lych), a réwnoéé f = %%f{s)és mozna przepisaé w postaci

3

T
(#1,...,a,) = Zaie,'.
FE3
8. Warunki liniowe i podprzestrzenie liniowe. W analizie najezcécie] roz-
waza sig funkcje o wartodciach rzeczywistych, okredlone na osi R albo na odcinkach
(a,6) € R. Jednakze dla wigkszodci zastosowan przestrzen wszystkich funkeji jost
zbyt obszerna i wygodaie rozpatrywaé, na przyklad, tylko funkcje ciggle albo tylko
rézniczkowalne. Zazwyczaj po wprowadzenin odpowiednich okreslen dowodzi sig, 7e
suma funkcji ciaglych jest ciagla i tloczyn funkcii ciagle} przes skalar jest funkeja
ciggly, podobnie jak w przypadku rézniczkowalnodei.
Oznacza to, ze wszystkie funkcje ciagle, a takze wszysikie rézunicukowalne tworzy,
przestrzen linlowa,
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Ogdlniej, niech L bedzie przestrzenia liniowa nad K, a M C L — takim pod-
zblorem, ktdry jest podgrupa i jednoczesnie jest przeprowadzany w siebie poprzez
mnozenie przez skalary. Wéwczas M wyposazone w dzialania indukowane przez dzia-
tania w L (inaczej mdwiac, z ograniczeniami do M dzialan okreslonych w L)} nazywa
sie podprzestrzeniq lintowq L, a warunki okreslajace nalezenie do M wektoréw z L
nazywaja, sie warunkemi liniowymi.

Oto przyklad warunkow linlowych w przestrzeni kartezianskiej K ™: ustalmy ska-
lary a1,...,a, € K i okreslmy M C L poprzez

(X1, Ta) EM &= Y aim; = 0. (1)

te=1

Koniunkeja warunkéw liniowych jest takze warunkiem liniowym. Innymi slowy, prze-
cigcie dowolnej liczby podprzestrzeni liniowych jest podprzestrzenia liniows, (spraw-
dzi¢ to!). Pdzniej wykazemy, ze dowolna podprzestrzen w K ™ jest zadana skoniczong
liczba, warunkdw postaci (1).

Opisana nizej konstrukcja jest waznym przykladem warunkéw liniowych.,

9. Przestrzen sprzezona. Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad K. Roz-
wazmy najpierw przestrzen liniowa F(L) wszystkich funkcji okreslonych na L o war-
tosciach w K. Funkcje f € F(L) bedziemy nazywad liniowq (czesto bedziemy jg .
takze nazywad funkcjonatem liniowym badz formgq liniowq), jesli warunki

flho+ L) = f(L) + f(k), flal} = af(l)
sg spelnione dla kazdych I, l;, I, € Lo € K. Przez indukcje wzgledem liczby skiad-

nikéw dowodzimy, ze
f(z aifi) =Y a:f(L).

i=1 i=1
Pokazmy, ze funkcje liniowe tworzq podprzestrzen liniowg w F(L), a méwigce inaczej,
ze ywarunek liniowosci funkefi jest warunkiem liniowym”. W istocie, jesli f, fi oraz
fz sa liniowe, to

(it )b+ )= filli+ L)+ Ll + k) =

= fi(li) + flla) + foll) + falle) =

= {fi + f2)(l) + (i + f2) L)
(Posluzylismy si¢ tulaj kolejno: okredleniem dodawania funkeji, liniowoscia, i, fa;
przemiennoicia 1 lacznodcia dodawania w cicle i powldrnie okredleniem dodawania
funkeji.) Analogicznie,

(@f )l + L) = alf(L + L)+ «[f (L) + J(R)] = o[ f(1D] + alf{12)] =
= (af)(L) + (ef)(E2)-

W ten sposéh wykazalifmy, 2e fi + fo oraz of sa funkcjami linfowymi.
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Przestrzer funkcji Hiniowych na przestrzeni liniowej L nazywa sig przestrzeniq
spragiong z (dualng) lub dwoistq do L i oznacza przez L”.
W dalszym ciagu poznamy wiele innych konstrukeji przestrzeni liniowych.

10. Uwagi na temat oznaczen. Oznaczanie jednakowymi symbolami zera i
dodawania w K i w L to niezupelnie poprawna, choé bardzo wygodna praktyka.
Wszystkie wzory ze zwykle] algebry szkolnej, ktdére maja sens w tej sytuacji pozostaja,

prawdziwe (por. przykiady w p. 3).
: A oto dwa przyklady, w ktdrych byloby wskazane uzycie innych oznaczen.

a) Przyimijmy L = {z € R |z > 0}. Zauwazgmy, ze L jest grupa przemienng
wzgledem mnozenia i wprowadémy w L mnozenie przez skalary z R wzorem (a, z) v
2%, Latwo sprawdzi¢, ze spelnione sa wszystkie reguly dzialad wymienione w definicji
z p. 2, choé w zwyklej notacji przyimuja niecodzienna postaé: wektorem zerowym w
L jest 1, zamiast 1{ = | mamy 2! = 7, zamiast a(bl) = (ab)! tozsamosé (z)* = z°,
zamiast {a + b)Yl = al + bl toisamosé z°** = z%®, itd.

b) Niech L bedzie przestrzenia wektorows nad cialem liczb zespolonych C. Okre-
$limy nowa przestrzen wektorows I nad C z taka sama grupa addytywna L, ale z
mnozeniem zadanym za pomocy wzoru

(a,0) — dl,

gdzie @ oznacza liczbe zespolong, sprzezona z a. Ze wzordw atb=d+bia-b=a-b
z latwoscia, wynika, e I jest przestrzenia wektorowa. Gdybyémy w jakiejé sytuacii
musieli jednoczesnie rozpatrywaé przestrzed L i [, wéwczas mogloby sie okazad, ze
zamiast al wygodniej jest pisaé np. a* [ albo c e L.

- 11. Uwagi o rysunkach i intuicyjnych wyobrazeniach. Wiele z ogdlnych
pojec i twierdzen algebry liniowej wygodnie ilustrowac za pomocy schematow ry-
sunkowych czy szkicow. Chcemy jednak od razu uprzedzi¢ czytelnika o niektdrych
niebezpieczenstwach zwigzanych z takimi wyobrazeniami.

a). Male wymiary. Zyjemy w przestrzeni tréjwymiarowej i nasze rysunki zazwy-
czaj odwzorowuja relacie dwu— lub tréjwymiarowe. Natomiast w algebrze liniowej
mamy do czynienia z przestrzeniami dowolnego, choé skoficzonego wymiaru, a w
analizie funkcjonalnej takie z przestrzeniami nieskoficzenie wymiarowymi. Nasza
ymalowymiarows” intuicje mozna znacznie rozwinad, ale nalezy to robié z rozwags.

Prosty przykiad: jak mozna wyobrazié sobie wzajemne polozenie dwdch pla-
szczyzn w o przestrzeni czterowymiarowej? Wyobraicie sobie dwie przecinajace sie
wzdluz prostej plaszczyzny w R2, ktére rozchodzac sie w czwarty wymiar odrywaja
sig od tej prostej wszedzie poza poczatkiem ukladu.

b) Cialo liczh rzeczywistych. Fizycana przestrzed R* jest przestrzenia liniowa nad
cialem liczb rzeczywistych. Niezwyklo$é geometrii przestrzeni liniowej nad cialem K
moze by¢ zwigzana z wlasnoéciami ciala K.

Jako kolejny przykiad rozwazmy najwazniejszy dla mechaniki kwantowe] pray-
padek K = C. Prosta nad C to jednowymiarowa przestrzen kartezjaniska C*. Pray-
zwyczailismy sie do wyobrazenia, ze mnozenie punkiéw proste] R prees liczbe
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rzeczywista @ jest albo rozciagnieciem a razy {(gdy @ > 1), albo écisnieciem a~? razy
(gdy 0 < @ < 1), albo kombinacja jednego z tych dwéch z odbiciem prostej (gdy
¢ < 0).

Tymczasem rozwazane w C! mnozenie przez liczbe zespolong ¢ ma naturalng
interpretacje przy uzyciu geometrycane] realizacji C! jako R? (,plaszczyzna Ar-
ganda”, zwana inaczej ,plaszczyzna zespolong”, kidrej nie nalezy myli¢ z C 21). Pray
tej interpretacji liczbie 2 = z + iy € C odpowiada punkt (z,y) € R, a mnozeniu
przez Hezbe a # 0 odpowiada rozciagniecie |a| razy zlozone z obrotem o kat arga
przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara. W szczegolnosci w ten sposéb zauwazamy,
wybierajac a = —1, ze ,odwrdcenie” prostej rzeczywistej R jest sladem na R'
obrotu C?! o kat 180°.

Ogdlniej, czesto bywa pozytecznie wyobrazié sobie n-wymiarowa zespolons prze-
strzet C'™ jako 2n-wymiarows, rzeczywista, przestrzed R** (por. § 12 o kompleksy-
fikacji i realifikacji). '

Nastepnych przykladdw dostarczaja skondzone ciala skalardw K, a w szczegdl-
nosei cialo Fy = {0,1}, wazne w teorii kodowania. W tych przypadkach przestrzenie
kartezjanskie maja skonczong liczbe punktdéw, co czasemn pozwala na wygodng in-
terpretacje geometrii liniowe] nad K przy usyciu dyskretnych modeli. T tak, czesto
bywa wygodnie utozsamié¢ F," z wierzchotkami jednostkowego wieloscianu w R™,
tj. ze zbiorem punktéw postaci {g;,...,&,), gdzie &; = 0 lub 1. Dodawanie wspd}-
rzednych w Fy," odbywa sie¢ zgodnie z regulami algebry Boole’a: 0+ 1 =140 =1;
0+6 = 1+1 = 0. Podprzestrzen zlozona z punktow spelniajacych g+ « - +g, = 0 rea-
lizuje najprostszy kod z wykrywaniem bleddw. Umawiajac sie, ze punkty (&1,...,€,)

przekazuja informacje tyiko pod warunkiem spelnienia f: g; = 0, w przypadku otrzy-
- =1

mania sygnatu (¢},...,e.), dla ktérego _§n:1€§- # 0, mozna byl pewnym, Ze przy
przekazywaniu tego sygnalu wystgpily z&icié_cenia.

c) Euklidesowosé przestrzeni fizycznej. Mamy tu na mysli fakt, Ze w przestrzeni
jest okreslone nie tylko dodawanie i mnozenie wektoréw przez skalary, ale takze ich
dlugosé, katy miedzy nimi, pola powierzchni czy objetosci niektorych figur itp. Nasze
rysunki z koniecznosci zawieraja odwolania do tych wlasnodci ,metrycznych”, a my
machinalnie je przyjmujemy, choé¢ w aksjomatyce ogdlnych przestrzeni wektorowych
te wlasnosci weale nie wystepuja. Nie naleiy wyobrazad sobie, ze jeden wektor Jest od
drugiego krétszy, czy ze para wektordw tworzy kat prosty, dopdki w przestrzeni nie
zostata wprowadzona specjalna struktura, powiedzmy abstrakeyjny iloczyn skalarny.
Oméwieniu takich struktur poswiecilismy druga czedé tej ksigzki.

Cwiczenia
1. Czy sg przestrzeniami wektorowymi nad @ nastepujace zbiory liczb rzeczy-
wistych:

a) liczby rzeczywiste dodatnie;
b) liczby rzeczywiste nieujemne;




§ 1. Przestrzenie liniowe 13

© ) Hezby catkowite;
- d) liczby wymierne o mianowniku < V;
e) liczby postaci a + br, gdzie a, b sg dowolnymi liczbami wymiernymi?

- 2. Niech S oznacza dowolny zbidr, F'(S) — przestrzen funkcji o wartosciach w
. cxele K. Ktére z podanych nizej warunkdw sa warunkami liniowymi:

a) f zeruje si¢ w zadanym punkcie;

b) f przyjmuje wartoé¢ jeden w zadanym punkcie;
" ¢) f zeruje si¢ we wszystkich punktach zadanego podzbioru S C 5

d) f zeruje si¢ co najmniej w jednym punkcie podzbioru Sp C 5;

e) f(z) — 0 pray |z] - oo;

f) f(z) = 1 przy |z — oo}

g) f ma najwyzej skoficzong ilos¢ punkidw nieciaglosci;
(w punktach e) — g) zakladamy, 2e § = Ri K = R)?

3. Niech L bedzie przestrzenia liniows funkcji o wartosciach rzeczywistych, okre-
slonych i ciaglych na odcinku [—1, 1]. Ktdre z podanych nizej funkcjonaléw na prze-
strzeni L sa liniowe:

a) f s jl f(@)de

1
b)Y fee [ P)da
21
¢) fe F(0); (jest to tzw. ,funkcja delta” Diracal;
1
d) f— [ flz)g(z) dz, gdzie g oznacza ustalong funkcje ciagla na [—1,1]?
-1

. 4. Niech I = K ™. Ktére z ponizszych warunkéw dla (&1,...,2,) € L sa warun-
: kaml iinlowym;

:a,)Ea:n.ml 15,0, € K

~ b) 5: x; = 0 (rozwazyé osobno przypadki K = R, K = C, K — cialo dwuele-

S fm]
o mentowe lub, ogélniej, cialo charakterystyki 2);
. ) Tny = 21-'4 !

- 8. Niech K bedzie c:a,lem o ¢ elementach. lle elementdw zawiera przestrzen K ™7
_"[ie r0zwigzan ma réwnanie Z a;z; = 07

EES |

= 6. Niech K'* oznacza przestrzen nleskonczonych ciagow (ay,az,as,...), a; € K,
.z dodawaniem i mnozeniem ,po wspdirzednych”. Ktdre z ponizszych warunkéw dla
. wektoréw z K™ sa warunkami liniowymi:

a} tylko skoriczona liczba wspdlrzednych ; jest rézna od zera;

b) tylko skoficzona liczba wspdlrzednych a; jest réwna zeru;
¢} zadna ze wspolrzednych ¢; nie réwna sie 1;
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d) warunek Cauchy’ego: dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba N > 0, ze
|an = am| < € dla wszystkich n,m > N;

(=2
e) warunek Hilberta: szereg 3. |an|* jest zbiezny;
naslk :
f) (a:) jest ciagiem ograniczonym, t]. istnieja taka stala ¢ zalezna tylko od (@),

ze |ai] < ¢ dla wszystkich ¢ (w punktach d) ~ ) przyjmujemy K = R lub C)?
7. Niech S oznacza zbidr skonczony. Wykazad, ze kazdy funkcjonal liniowy na

F(5) jest jednoznacznie wyznaczony przez rodzing {a, | s € S} elementéw ciala K,
taka, e funkcji f jest przyporzadkowana liczba 3 a,f(s).
s&S

W przypadku gdy n jest liczba elementéw § oraz a; .-.:.}13 dla wszystkich s,
funkcjonal f — l E: f{s) jest nazywany érednia arytmetyczna funkcji.

Jedli K = R, as > 01 Zsas = 1, to funkcjonal E asf(s) nazywa si¢ srednia
SE

wazong funkcjl f (z wagami a,).

§ 2. Baza i wymiar

1. Definicja. Rodzing wektoréw {ei,...,e,} przestrzeni liniowej L nazywamy
bazq (skoriczong) przestrzeni L, jesli kazdy wektor[ & L mozna jednoznacznie przed-

stawié w postaci kombinacji liniowej | = E a:e;, a; € K. Wspdlezynniki ¢; nazy-

wamy wspoirzednymi wektora | wzgledem bazy {e:}

2. Przyklady. a) Wektory e; = (0,...,1,...,0), 1 <1 < n, stanowia baz¢ K™.

b) Jesli zbidr S jest skoniczony, to funkcje b, € F(S) stanowiy baze F(S5), Oba
te stwierdzenia zostaly wykazane w § 1.

Jesliw L zostala wybrana baza zloZona z n wektoréw i wektory sa zadawane przez-
wspolrzedne wzgledem tej bazy, to dodawanie wektordw i mnozenie przez skalary wy-

n 7 13 i3 7t
konujemy na wspéhrzednych: }° aiei+ ) bie; = 3 (ai+bi)e;, a(Z aiee) = Y (aa)e;.

1=1 i=1 i=1 i=1 =1
Dlatego wybor bazy jest réwnoznaczny z wyborem utoZsamienia L z n-wymiarowa,

przestrzenia kartezjanska,

Zamiast réwnodel [ = Z ai¢; bedziemy czesto pisa¢ | = @, oznaczajac przez 4
=1

wektor kolumnowy
a1
[a1,...,a,] =
On

lub tez wektor wierszowy
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:.'zlozony ze wspolrzednych a1,...,a,; W tych oznaczeniach jawna zalezno$¢ od bazy
;n'e W ystepu;e

'3 Definicja. Przestrzen L nazywamy skorczenie wymiarowg, jesli jest albo
.Zer'owymw,rowa (por. § 1, p. 4), albo ma skonczong baz¢. Pozostale przestrzenie

_;'nazywamy nieskornczenie wymiarowymi.

i Wygodaie traktowad jako baze przestrzeni zerowymiarowej zbiér pusty. Poniewaz
P 'dia, tak;ej przestrzeni wszystkie rezultaty stajg sie trywialne, bedziemy zazwyczaj
ogramczac sie do rozwazania niepustych baz.

L4, Twierdzenie. W prezestrzeni skoriczenie wymiarowej hiczba elementow bazy
me zalezy od bazy.

o Liczbe te nazywamy wymiarem przestrzeni L i oznaczamy dim L lub dimg L.

o % Gdy dim I = n, to przestrzen [ nazywamy n-wymiarowa. W przypadku przestrzeni
S f-'meskonczeme wymiarowe]j piszemy dim L = oo.

i . Dowéd. Niech {e1,..., €.} bedzie baza L. Wykazemy, 2¢ zadna rodzina {ef, ...,
¢!}, taka ze m > n nie moze by¢ bazg, przestrzeni L 2 nastepujacego powodu: istnia-

B :'ioby wowczas przedstawienie wektora 0 = Z z;el, w ktérym nie wszystkie z; bylyby
: 1.».1

- réwne zeru. Zatem 0 nie przedstawialoby sie jednoznacznie w postaci kombinacp

liniowej wektordw {e’}, bo zawsze istnieje przedstawienie trywialne 0 = Z Oe Stad
i} -

juz wynika w calodci teza twierdzenia, poniewaz w ten sposob pokazu;emy, ze zadna
baza nie moze zaw;era.c wiece] elementow od jakiejkolwiek innej.

Przyjmijmy e, = Z ape; dla k£ =1,...,m. Dla dowolnych ¢, € K mamy

kaek e kaZalkﬁ, Z(Z azkiﬂk)€1
k= i=1 gl

' Pomewaz {e:} tworza baze przestrzeni L, wektor zerowy ma Jednoznaczne przedsta-

“wienie Z Oer w postaci liniowej kombinacji {e; }. Dlatego warunek Zj zrel = 0 jest
k=1 =1

réwnowainy z ukladem jednorodnych réwnan linjowych wzgledem :ck
Zagkxk =0, i==1,...,n

- Poniewaz liczba niewiadomych rn w ukladzie jest wigksza od liczby réwnan n, ma
' on niezerowe rozwigzanie. To koriczy dowdd.

. 5. Uwagi. a) Mozna by bylo rozwaza¢ dowolne rodziny wektoréw i nazywaé taka
todzing baza, gdy kazdy wektor przestrzeni ma jednoznaczne przedstawienie w po-
staci kombinacji liniowej wektoréw tej rodziny. W takim znaczeniu kazda przestrzed

. liniowa ma baz¢, a nieskoficzenie wymiarowa przestrzen ma nieskoriczona baze. Jed-

o nakie takie pojecie jest niezbyt uzyteczne. Z reguly nieskoriczenie wymiarowe prze-
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strzenie sa wyposazone w jaka$ topologie, a okreflenie bazy tak sie formuluje, aby -
wzigé pod uwage mozliwoéd tworzenia nieskoficzonych kombinacji liniowych. g

b} W tradycyjnych oznaczeniach wektory bazowe ogolnych przestrzeni liniowych -
indeksowane sg liczbami naturalnymi od 1 do n (czasem takze od 0 do n), ale nie jest
to w istocie konieczne. Naturalny zbidr indeksujacy dla bazy {6,} w F(5) stanowi
sam 5.

Mozna takze uwazal baze po prostu za podzbidr L, ktdrego elementy nie sa w
zaden sposéb indeksowane (por. p. 20). Natomiast indeksacja lub raczej porzadek
elementow bazy jest istotna przy postugiwaniu sie formalizmern macierzowym (por.
§ 4). Jednakée w jeszcze innych zagadnieniach moze byé uiyteczna inna struktura
zbioru indekséw elmentéw bazy. Tak jest np. gdy S jest grupa skoficzona, bo wéwcezas
jest istotne, jak zmieniaja sie przy mnozeniu indeksy s € S bazy {§,}, a przypadkowa

numeracja elementow S liczbami naturalnymi zazwyczaj zaciemnia tylko obraz tych -

relacji.

6. Przyklady. a) Wymiar K * jest réwny n. :
b) Wymiar F(S) jest réwny liczbie n elementéw zbioru S, gdy § jest zbiorem
skonczonym. :
Péznie} nauczymy sie oblicza¢ wymiary przestrzeni bez konstruowania ich baz.
Jest to bardzo waine, gdyz wiele niezmiennikéw liczbowych w matematyce jest okre-
slonych wlasnie jako wymiary (,liczby Bettiego® w topologii, indeksy operatoréw w
teorii réwnan rézniczkowych); tymezasem bazy odpowiednich przestrzeni mogg oka-
za¢ sie trudne do wyznaczenia lub tez pozbawione szczegdlnego znaczenia. Na razie
jednak bedziemy poslugiwaé si¢ bazami. '

Sprawdzenie tego, ze dany uklad {e;,...,e,} jest baza L rozpada sie, zgodniez

defnicja, na dwa odzielne zagadnienia, ktérych rozwazanie prowadzi nas do naste-
pujacych pojec.

7. Definicja. Powlokq liniowq rodziny wektordw w L nazywarmy zbidr wszyst- _
kich ich kombinacji liniowych.

Latwo sprawdzié, ze powloka liniowa jest podprzestrzenia liniowa w L (por. § 1, .
p. 8). Powloke liniows, Ke; + Key + --- bedziemny nazywad takze podprrzestrzeniy
rozpigtq przez wektory {e;} albo generowanq przez rodzine {e;}. Mozna ja takze
okresli¢ jako przecigcie wszysthich podprzestrzent lintowych w L zawierajgeych wszy-
stkie wektory e; {wykazaé to!). Rzedem rodziny wektoréw nazywamy wymiar jej -
powloki liniowe;j.

Pierwsza charakterystyczna wlasnosdcig bazy jest: jej powfoke liniowa jest réwna
calej przestrzeni L.

8. Definicja. Rodzine wektoréw {e;} nazywamy rodzing liniowo niezaleing, jesli

zadna nietrywialna jej kombinacja liniowa nie jest réwna zeru, tj. jesh z réwnosci
T

0 = 3 aie; wynika, ze wszystkie a; = 0. W przeciwnym przypadku nazywamy ja
g=z]

liniowo zaleing.
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Lmlowa niezaleznosé rodziny {e:} oznacza, ze wektor zerowy jednoznacanie wy-
raza. sig-w postaci kombinacyi liniowej elementdw rodziny. Wowczas takze kaizdy
'mny.wektor albo ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinac]i lintowej

¢ Ch wektorow, albo nie ma zadnego. W istocie, porownujac dwa takie wyrazenia

i3
..E aie; = E aje;, otrzymujemy 0 = Z(ae — al)e;, skad wynika a; = al.

Stqd takze wymka druga charakterystyczna, wiasnosé bazy: jej elementy sq li-
'mowo ‘niezaleine.

i Komunkcm tych wlasnosci jest réwnowazna z pierwotng definicjg bazy.

- Zauwasmy jeszcze, 2e rodzina wektordw jest liniowo niezalesna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest bazq swojej powtoki liniowe;.

Rodzina wektoréw {e1,...,e,} jest, oczywmcxe liniowo zaleZna, jesli wsrod we-
tﬁrow e; jest wektor zerowy lub sa, przynajmniej dwa jednakowe (dlaczego?).

.Ogolmej 7
9. Lemat a) Rodzina wektordw {€1,...,e,} jest liniowo zaleina wiedy i tylko
wtcdy, ‘ady choé jeden sposréd wektordw e; ]est kombinacjq liniowq pozostalych.

- b)- Jesli rodzina {es, .. .y} jest liniowo niezaleina, a rodzina {e1,...,€n, €nq1}
-'yes" Izmowo zaleina, to eny: jest kombinacjq liniowg ey, ..., €y

. =l
Odwrotme jesh e; = Z biei, to e; — 1 bie; = 0.

LU i#]

b) Jesi; E aie; = 0 i nie wszystkie wspolczynniki a; sa réwne zery, to z pewnoscig

: '-'anﬂ # 0 gdyz w przeciwnym razie otrzymahbysmy nietrywialng zaleZnosé Hniows

'pomugdz,y wektorami ey, ...,e,. Zatermn e,4; = E:( —a;t,a;)e;, co konezy dowdd
s i=1 ;
-."_"_ie" atu. _
2iNiech-E'= {es,...,e,} bedzie dowolng skoniczong rodzing wektoréw przestrzeni
LiaF={e,.. e,m} — jej linlowo niezalezng podrodzina. Nazwiemy F maksy-

"malnq, jesli kazdy element rodziny £ wyraza sie liniowo przez elementy z F'.

o 10 StWierdzenle Kaida liniowo niezalesna podrodzine E' C E zawiera sig w
pewnej maksymalnej liniowo niezaleinej podrodzinie F C E. Powloki hiniowe F i E
-8y jedfwkowe

- Dowdd. Jedli E\ E' zawiera wektor, ktéry nie wyraza si¢ jako kombinacja
lmxowa elementéw z E', to dolaczamy go do E’. Na mocy czedci b} lematu p. 9
__tak otrzymana rodzina £ bedzie nadal linjowo niezalezna. Powtdrzmy nastepnie te
konstrukqe; dla E”, itd. Poniewa rodzina E jest skoficzona, ten proces zakonczy
‘sig otrzymaniem maksymalnej podrodziny F. Dowolny element powloki liniowej £
b@_{_ime oczywisdcie, wyrazac sie liniowo przez wektory nalezace do rodziny F.

.. W.przypadku E' = §) jako EY nalezy wybraé niezerowy element nalezacy do E,
'J?‘_S_l.l: taki istnicje, a w przeciwnym przypadku F jest rodzina pusta.
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‘Uwaga‘ Wynxk powyzszy pozostaje prawdziwy i dla nieskoiczonych rodzin | E
;)1a__dow0du nalezy zastosowad indukcje pozaskonczong lub lemat Zorna; por.:

'Maksymalna rodzina nie musi by¢ jedyna: rozwazmy E = (1,9),(0,1),(1,‘1)},.-.'
R {(1,0)) w K2 Wéwezas E' zawiera sie w dwéch maksymalnych niezaleznych-

podrodzinach {(1,0),(0,1)} 1 {(1,0),(1,1)}. Jednakze liczba elementéw maksymal--
nej podrodziny jest jednoznacznie okreslona; jest ona réwna wymiarowi powloki.
liniowej E i nazywa sie rzedem (rangq) rodziny E.

. Czesto bywa uzyteczne nastepujace twierdzenie.

12. Twierdzenie o uzupelnianiu do bazy. Niech E' = {e1,...,¢en} bedzie o
liniowo niezalezng rodzing wektordw skoriczenie wymiarowej przestrzeni [, Wowcezas
istnieje baza L zawierajgea E'.

Dowdd. Wybierzmy jakakolwiek baze {emt1,...,€m4nt W L, oznaczmy E =
{€1,- - 1+€m1€mi1, o1 s Eman} | niech F bedzie maksymalng liniowo niezalezna, pod
rodzinag E zawierajaca E'. Jest ona poszukiwang baza dla L.

W istocie, wystarczy sprawdzic, ze powloka liniowa F' jest réwna L. Na moc
stwierdzenia p. 10 powloki liniowe F' i E sa réwne, a ta ostatnia jest rowna L, gdyz -
zawiera baze. :

13. Whniosek (monotonicznosé wymiaru). Niech M bedzie liniowq podprze
strzeniq L. Wowezas dimM £ dim L, a jeshi L jest skodczenie wymiarowa, to
réwnodet dim M = dim L wynike M = L.

Dowdd. Jesli M ma wymiar nieskoficzony, to i L takze. Rzeczywiscie, pokazemy
najpierw, ze w M moina znalezé¢ liniowo niezalezng rodzing wektorow o dowolne
liczbie elementow. Jesli {e1,...,e,} jest n-elementows liniowo niezalezng rodzina,:
to jej powloka linlowa M’ C M nie moze byl rowna M, gdyz wtedy wymiar M
réwnalby sie n. Zatem M zawiera wektor enq; nie bedacy liniowa kombinacjg we
ktoréw {e1,...,¢en}, a teza b) lematu p. 9 pokazuje, ze rodzina {ey, ..., €n, €1} jest
liniowo niezalezna. Zalézmy teraz, ze M ma wymiar nieskoniczony, a L ma wymiar =
n. Wéwczas, powtarzajac rozwazania z kofica dowodu twierdzenia p. 4, dowodzimy.
se dowolne n + 1 kombinacji liniowych elementdéw bazy L jest liniowo zalegne, co
przeczy nieskonczonosci wymiaru M.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy M i L sa skoficzenie wymiarowe. Na
mocy twierdzenia o uzupelmaniu do bazy mozemy wiedy dowolng baze M uzupelnié
do bazy I, skad wynika dim M < dim L. Wreszcie, jesli dim M =.dim L, to dowolna
baza M musi by¢ tez bazg L, gdyz inacze] jej uzupelnienie do bazy w L zawieraloby
> dim L elementdw, co jest niemozliwe.

14. Bazy i flagi. Jeden ze standardowych sposobéw badania zbiordw § wy-
posazonych w struktury algebraiszne polega na wyréznieniu w nich ciagu pod-
zbiordw Sp € Sy C S & -+ lub tez Sp D S5 D Sy O - w taki sposdb, ze
przejécie od jednego podzbiorn do nastepujacego po nim jest szczegdlnie proste.
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Takze c:@gl nazwaja sie¢ w ogdlnosci filtracjami (rosnacymi jub male;qcyml) W te-
orii. przestrzeni liniowych silnie rosnace ciagi Ly € Ly C Ly € -+ C Ln pod-
"przestrzem przestrzeni L nazywamy flagami. (Uzasadnieniem dla takaej nazwy jest
ciag {punkt 0} C {prosta} C {plaszczyzna}, co odpowiada fadze — ugwozdz
.d}:zewce , ysatandar”.}

L:czbé n nazywamy diugosciq flagi Lo C Ly C La C -+ C L. Flage Ly C L1 C
C Ly C -+ nazywamy maksymalng, jesli Ly = {0}, U L = L oraz dla kazdego
m;@dzy L; a Liy1 nie uda sie zawrzed podprzestrzeni, tj. jesli L; C M C Liya, to
a,IbO L = M albo M Lz+1

_ -.'=:_Wychodza¢c od dowolnej bazy {el, ,€n} przestrzeni [, mozna zbudowd flage
d}ugoscz n,; przyjmujac Lo = {0} i deﬁmuga,c L; dla i > 1 jako powloke liniows
"{5,1, ,e;}. Z dowodu nastepnego twierdzenia mozemy wywnioskowal, ze flaga ta
j st-__maksymalna i ze w ten sposéb otrzymamy kazda flage maksymalna.

1:5 TPwierdzenie. Wymiar przestrzeni L jest réwny dlugosci dowolnej miaksy-
malnej flagi w L. .

"Dowdd. Niech Ly € Ly C Ly C -+ bedzie maksymalng flaga w L. Dla kazdego
>'1 wybierzmy wektor e; € L; \ L,_,l. Pokazemy, ze {e1,...,e;} jest bazg dla prze-
tzeni L;. Przede wszystkim zaobserwujmy, ze powloka liniowa rodziny {ey, ..., €}
Jeét'z';awari;a. w Li_y, a ; nie nalezy do L;_;, skad za pomoca indukcji wzgledem ¢ (z
uwzglqdmemem e; # 0) wnioskujemy, ze rodzina {e;,...,e;} jest liniowo niezalezna
dla kazdego 1. ,
_.".--’:_:Stosma‘c jeszcze raz indukcje wzgledem ¢ pokazemy teraz, ze { €1s--.,€i} rozpina
L;. Zalézmy, 7e jest to prawdziwe dla i—1 i niech M oznacza powloke hn:owq rodziny
{el, ,e,} Zatem L;.;, C M na mocy zalozenia indukcyinego oraz Loy # M,
pomewa,z e; ¢ Li-y. Z okreslenia maksymalnoéci flagi wynika zatem M = L;.

e Teraz juz latwo zakoriczyé dowdd twierdzenia. Jedli Lo C Ly C Lz - C
ni= L jest skoficzona flaga maksymalng w L, to na mocy powyzszego xodzxna,
{ersi isen), € € Ly \ Li_y jest bazg L, a wiec d:mL = n. Jesli natomiast w L za-
warte 53 nieskoniczone flagi maksymaine, to powyisza konstrukcja pozwala otrzymad
liniowo niezalezne rodziny o dowolnej liczbie wektoréw i w tym praypadku wymiar
L Jest meskonczony

16 Uzupelmeme W przestrzeni skonczenie wymiarowe] dowolng flage mozna
u.z_x_lpvh:c do maksymalnej i dlatego jej dlugosé jest zawsze < dim L.

- W istocie, uzupelniajmy dang flage posrednimi przestrzeniami, tak dlugo jak to
_z_nozhwe Pomewa,z tego procesu nie mozna kontynuowaé w nieskoriczonosé; gdyz
dia ‘dowolnej flagi konstrukcja ukladéw wektoréw {es,..., &}, e; € L; \ L., uzyta
Cna pocza‘tku dowodu twierdzenia p. 15 prowadzi do ukladdéw liniowo mezaieznych
dlugosc ﬂagz nie moze przekroczyé n.

,_"-17 Podstawowa zasada postepowania 2 nieskonczeme wymiarowymi
przestrzeniami: Lemat Zorna lub indukeja pozaskoriczona, Wiekszodé twier-
dzen skoficzenie wymiarowej algebry liniowej wynika bez trudnoéei z faktu istnienia
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skoriczonych baz wraz z twierdzentem p. 12 o uzupelnianiu do bazy — czyielnik na<
~ potka wiele praykladéw tego podejicia w dalszym ciagu. Jednakze przyzwyczajenie
. do baz utrudnia przejicie do analizy funkcjonalnej. Opiszemy teraz pewna zasade
teoril mnogosci, ktéra w wielu przypadkach zastepuje argumentacje wykorzystujacy
pojecie bazy.

Przypomnijmy (por. Wstep do algebry, rozdz. 1, § 6), ze zbiorem czedciowo upo-
rzgdkowanym nazywamy zbidr X wraz z dwuargumentowa, relacjq porzqdku < na
X , ktéra jest zwrotna (z < z), przechodnia (jedli 2 < yiy < 2z, to 2z < 2) ¢
antysymetryczna (jesli @ < y iy <z, to « = y). Jednakie w pelni dopuszczalna jest:
sytuacja, ze para elementéw z,y € X nie spelnia ani warunku ¢ £ y, ani warunky
¥ < z. Przeciwnie, jeéli dla dowolnej pary zachodzi z < y lub y < &, to zbidr ten
nazywamy liniowo uporzgdkowanym lub ladcuchem,

Ograniczeniem gérnym podzbioru Y w czedciowo uporzadkowanym zbiorze:
nazywamy taki element 2 € X, ze y < = dla kazdego y € Y. Taki element moZe nie
istnieé -—— w zbiorze X = R ze zwykla relacja < podzbiér Y = Z (liczby ca,ikothe),
nie ma ograniczenia gornego. :

Elementem najwigkszym zbioru czesciowo uporzadkowanego X nazywamy taki
element n € X, ze z < n dla kazdego z € X, a elementem maksymalnym — taki
element m € X ze z warunku m < z € X wynika £ = m. Element najwiekszy j je
takze maksyma,lny, ale niekoniecznie odwrotuie.

18. Przyklad. Typowym przykiadem zbioru czesciowo uporzqdkowanego jest:
zbidr wszystkich podzbioréw P(S) zbioru § lub jego czedé, z relacja C jako cze:
$clowym porzadkiem. Jesli 5 ma wiece] niz dwa elementy, to P(S) jest czesciowo
uporzadkowany, ale nie liniowo uporzadkowany (dlaczego?). W tym przypadku el
rientemn maksymalnym, a takze najwiekszym jest S.

19. Lemat Zorna(!). Niech X bedzie niepustym zbiorem czedciowo uporzqd-
kowanym, w ktdrym kaidy ladcuch ma ograniczenie gorne w X, Wowczas kazdy
taricuch ma tokie ogmmczeme gdrne, ktore jest Jjednoczesnie elementem maksyma
nym w X,

Lemat Zorna mogna wypmwadzxc z innych, bardziej intuicyjnych aksgomatow.
teorii mnogosci, jednakze faktycznie jest on rownowaZny, na gruncie pozostalych
aksjomatow, z fak zwanym ,pewnikiem wyboru”. Dlatego, jak to sie czesto rob‘ '
wygodnie zahczyc go do podstawowych aksjomatéw.

20. Przykiad zastosowania lematu Zorna: istnienie baz w przestrze
niach liniowych nieskeniczonego wymiaru. Niech L bedzie przestrzenia liniow
nad K. Oznaczymy przez X C P(L) zbior liniowo niezaleznych rodzin wektordw
L, czgsciowo uporzqdkowany przex relacje C.

Inaczej moéwiace, ¥ € X, jedli dowolna kombinacja liniowa wektordow z Y jes
réwna zeru tylko wtedy, gdy jej wspdlczynniki sa zerami. Sprawdzmy zalozenie lé

('} W literaturze polskiej nazywa si¢ go lematem Kuratowskiego-Zorna (przyp. tfum.).
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matu -Zorna jedli S jest laficuchem w X, to w X istnieje ogra.mczeme gérne dla S.

zywxscw, niech Z = U Y. Dla kazdego Y € S mamy, oczywiscie, ¥ C Z, a

mZ Jest hn,owo mezaleznq rodzing, wektorow, gdyz dowolna skoficzona ro-
ektbrow {15--..yn} nalezgcych do Z Jest zawarta w jakiejs rodzinie ¥ € S.
W istocie, ‘niech 3 € ¥; € S; poniewaz S jest laficuchem, wiec z kazdych dwdch
emehtow Y;,Y; € S jeden jest zawarty w drugim; opuszczajac kolejno we wszyst-
klch ta.klch parach mniejsza rodzing, widzimy, ze wsréd ¥; jest rodzina najwigksza,
w ktdrej zawieraja sig wszystkie wektory y1, ..., ¥, a Wigc s4 one liniowo niezalezne.
Zastdsujmy teraz teze lematu Zorna, a wlasmw:e wystarczy nam jej czesc stwier-
a4ca istnienie w X elementu maksymalnego. Zgodnie z definicja, jest to taka
liniowo niezalezna rodzina wektorédw Y € X, ktdra po dolgczeniu do niej dowol-
o wektoral € L przestaje by¢ liniowo niezalezna. Dokladnie te same argumenty,
ore byly uzyte przy dowodzie czeéci b) lematu w p. 9 pokazuja, ze I jest wéwczas
ori zonac kombma.c;a, liniows, elementow z Y, a wiec Y jest baza dla L.

Cwiczenia

(:‘c - a)“"l $a, bazq w L. Jesli char K = p > n, to wspol—
f(a) [ (a)
i 2 (nml)!}'
) Dla danych parami réznych elementéw aq, .. an € K .zdefiniujemy wielo-
'r'hia;ny--'g;('x)' przyimujac gi(z) = [[{z — a;)(ay.~ a,) . Stanowia one ba,ze; w L
.3
; an@ bazeg mterpoiacyjnaﬁ) Wspz;i&rzcgdnymx wielomianu f wzgledem te} bazy sa

- al): 1f(an)}
:_Nlech L bedzie n-wymiarows przestrzenig i f: L — K niezerowym funkc30~
nalem liniowym, Wykazaé, 2e M = {l € L | f() = 0} jest (n — 1}-wymiarows
podprzestrzen:a‘ w L. Ponadto dowiedé, ze w ten sposéb mozna otrzymad wszystk:e
)-wym;arowe podprzestrzenie L.
Nlech L bedzie n-wymiarows, przestrzenig, M C L — m-wymiarows, pod-
strzenia. Wykaza,c istnienie takich funkcjonaldéw liniowych fi,..., farm € L*, 2
(L LI Al =+ = fun(D) = 0}.

Qbhczyc wymiary nastqpujaﬁcych przestrzeni:
) przestrzeni wielomiandw n zmiennych stopnia < p;
) przestrzeni jednorodnych wielomianow (form) n zmiennych stopma, < p;
‘) przestrzeni funkcji nalezacych do F'(S),gdzielS] < oo, kidre zerujy sie we
wszystkich punktach podzbioru Sy ¢ S.
. Niech K bedzie cialem skonczonym charakterystyki p. Wykazaé, ze lhiczba
jego: elementow Jest réwna p” dla pewnego n > 1. ( Wskazdwka. Rozwazyé K jako

o yx_"m_.___wrelomla.nu [ wegledem tej bazy sa { fla), f'(a),
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przestrzen hmowag nad prostym podcmiem zlozonym ze wszystkich "sum jednodc
w K, §:0,51+1,...) :

- 6, W przestrzeni meskonczeme wymiarowej zamiast pojecia flagi uzywa sig p
= qua. lancucha, podprzestrzem (uporzqdkowanych przez zawieranie). Postugujac s
" lematem Zorna dowiesé, ze kazdy ladcuch zawiera sie w maksymalnym.

‘§ 3. Odwzorowania liniowe

" 1. Definicja. Niech L, M beda, przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Odwzc
rowanie f: L — M nazywarny odwzorowaniem lzmowym gdy dla kazdych wektoré
I, 1,1, € Lidowolnegoa ¢ K za.chodzx '

Flhi+ 1) = fh) + f(l),  flal) = af(2).

Odwzorowania liniowe sa homomorfizmami grup addytywnych, mamy zate
f(0) = 0f(0) = 0 oraz f(~I) = f({=1)]) = —f(l). Przez 1ndukcy; wzgl@dem

dowodzimy, ze.dla dowolnych a; € K, el speinlona jest réwnoéé f (E_% a; ) _

Z a; f(1;}. Odwzorowania liniowe f: L — L nazywamy takze operatorams linsowym
i=1] .

w przestrzeni L lub endomorfizmami tej przestrzeni.

2. Przyklady. a) Odwzorowanie liniowe f: L — M nazywamy zerowym, jeé
f(I) = 0 dla wszystkich ! € L, tossamosciowym — jeéli f: L — L oraz f(I) =1 dla_
kazdego ! € L. To ostatnie oznaczamy idy, lub id (ang. identity). Operator mnoZenia
przez skalar ¢ € K lub homotetia to odwzorowanie f: L ~+ L, f(I) = al dla kazdego
e L. Dla a = 0 jest to odwzorowanie zerowe, dla a = 1 -— tozsamosciowe,

b) Odwzorowania liniowe f: L — K sa to rozwazane w § 1, p. 9 funkcje liniowe,’
inaczej fﬂnkcjonaiy lintowe. Niech L bf;dzie przestrzenia o bazie {e;”, L) 'Dl"a«_'.f
dowolnego 1 < i < n odwzorowanie e': I — K, gdzie przez ¢'(]) oznaczamy i-ta
wspdlrzedna [ wzgledem bazy {ey,..., e}, jest funkcjonatem liniowym. _

c) Niech I = {# € Rz > 0} ze struktura, przestrzeni liniowej nad R opisana w
§1,p. 10 a), M = R*. Odwzorowanie log: L. — M, z + logz, jest liniowe (nad R}.

d) Niech § C T beda dwoma zbiorami. Odwzorowanie F(T) — F(S5), kidre
dowolnej funkeji okreélonej na zbiorze T przyporzadkowuje jej obciecie do S, jest
liniowe. W szczegdlnosei, jesli S = {s}, s € T, f € 7—" (T), to odwzorowanie f +—
(wartodé f w punkcie s) jest liniowe. '

Konstrukcje odwzorowan Hniowych o zadanych wlasnodciach czesto oparte s3 o
nast@pujaccy wynik. .

3. Stwierdzenie. Niech L, M begdq dwiema przesirzeniami Eniowymi nad cie
tem K, {li,...,1,} C L i{ma,...,mp} C M — dwiema rodzinami wektoréw o '_
jednakowej lzczbze elementdw. Wiedy: '
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a) Jegh powloka liniowa {l,..., I} jest rdwna L, to istnicje najwyiej jedno
0 zo%‘bwanze liniowe fi L — M, takze ze f(I;) = my; dla kazdego i;
. . jesli ponadto rodzing {li,...,1,} jest lintowo niezaleina, a wigc tworzy bazg

o"takze odwzorowanie istnieje.

o'wod Niech f, f' beda takimi odwzorowaniami, ze f(li) = f'(l;) = m; dla
ka,zd;goz Rozwazmy odwzorowanie ¢ = f— f, gdzie (f - f)(1) = f(I)~ f'(1), ktére,
ak 1atw0 sprawdzié, jest liniowe. Ponadto odwzorowuje ono kazdy z wektordw I, a
wiec takze kazda ich kombinacje liniowa, na wektor zerowy. A wigc fif przyjmuja,
jednakowe wartodci na kazdym wektorzez L, tj. f = f'. Zalézmy teraz, ie {h,.., 0}

tworzg baze L Poniewaz kazdy wektor L zapisuje sie jednoznacznie w postaci Z agly,
""ozemy zdefiniowaé odwzorowanie (zbioréw) fi L — M wzorem

f(z a,-li) = Za,-m,-.

S =l

'.:Sprawdzeme e to odwzorowanie jest liniowe nie przedstawia trudnodci.
W powyszszym dowodzie postuzylidmy sie réznica dwdch odwzorowat: liniowych
L — M Jest to szczegdlny przypadek nastepujace] ogoime;szej konstrukeji.

f': 4 Oznaczmy przez L{L, M) zbiér odwzorowan liniowych z L w M. Dla f, g €
k L',(L M) iac K okredlimy af i f + g wzorami

(F+9O)=FD) +9(D), (af){l) =a(f())

2 dla dowolnego ! € L. Tak samo jak w § 1, p. 9 sprawdzamy, ze af 1 f +¢ sa, hnlowe
¢o pokazuje; ze L{L, M) jest przestrzenia liniowa.

i "5, Niech fe L{L,M)1ig e L(M,N). Teoriomnogosciowe zlozenie g o f =
- 'gf: L — N jest odwzorowaniem liniowym. Rzeczywiscie,

N0+ By =glflh + B = gl + ()] = glF )] + gl ()] =

SNt =gf(l) + 9/ (k)

i analogicznie,
(9f)(al) = a(gf(1))-
Jest jasne, e idyof = foidy = f. Ponadto, h(gf) = (hg)f, jesli obie strony
- réwnodci sa, okreélone, tak ze mozna opuscié nawiasy; to ogéina wlasnosé tacznoéel
- teoriomnogosiciowego zlozenia odwzorowan. Wreszcie, zlozenie jest linlowe wazgledem
. kazdego z argumentéw przy ustalonym drugim: np. go(afi+bf2) = a(gofi}+b(gofa).

- 6. Niech f € L(L,M) bedzie odwzorowaniem bijektywnym, ta,k‘ ze odwzoro-
wanie odwrotne f~': M — L jest dobrze okreélone (jako odwzorowanie zbiordw}.
Twierdzimy, ze jest ono automatycznie liniowe. W tym celu nalezy sprawdzié, e

FHmy+ma) = F7Hm) + [T me),  fHam) = af "Hm)
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dla kazdych my, my; € M i a € K. Poniewaz f jest bijekcja, wigc istnieja jedn
znacznie wyznaczone wektory Iy, € L, takie ze m; = f(I;). Napisawszy réwnodci

F+8) = fh) + f(l),  flak) = af(h),

zastosujmy do obu stron kazdej z nich f~!,'skad, zamieniajac w otrzymanych wzora
l; na m;, otrzymamy zadany wynik.
Bijektywne odwzorowania liniowé f: L — M nazywamy izomorfizmami. P
strzenie L 1 M nazywamy tzomorficznymi, gdy istnieje miedzy nimi izomorfizm.
Nastepujace twierdzenie pokazuje, Ze wymiar przestrzeni okresla ja z dokla.dn
scig, do izomorfizmu.

7. Twierdzenie. Dwie skoriczenie wymiarowe przesirzenie liniowe nad ciale;
K sq izomorficzne wtedy @ tylho wiedy, gdy majq jednakowy wymiar.

Dowdéd. Izomorfizm f: L — M zachowuje wszystkie wlasnosci przestrzeni opis
wane w terminach kombinacji liniowych. W szczegolnosci przeprowadza on dowol
baze L na baze M, a wiec wymiary L1 M sa réwne. (Z tego argumentu takie wynik
ze przestrzen skonczenie wymiarowa nie moze by¢ izomorficzna 2 przestrzenia ni
skonczenie wymiarowa.) Odwrotnie, niech L 1 M maja ten sam wymiar. Wybxerzm
bazy {l1,...,0} 1 {m1,...,m,} w L i odpowiednio w M. Wzdr

f (i aili) = Zafmi

tmel

okresla, na mocy stwierdzenia p. 3, odwzorowanie liniowe. Jest ono takze bijekéj:
gdyz wzdr
n n
-1 (Z a;m,’) = Z a,-l,-
Ml 1=l

wyraza odwzorowanie odwrotne f-1.

8. Ostrzezenie. Nawet jesli istnieje izomorfizm miedzy przestrzeniami L i M
to jest on jednoznacznie wyznaczony tylko w dwdch przypadkach:
a) L =M = {0},
b} L i M sa jednowymiarowe i cialo K jest cialem dwueiementowym (sprobujm
to wykazadl).
We wszystkich innych przypadkach istnieje wiele (a nawet, jesli K jest mesko_
czone, to nieskonczenie wiele} izomorfizméw. W szczegdlnosci istnieje wiele izomor
fizméw przestrzeni L z nig sama. Na mocy wynikéw punktéw 5 i 6 tworzg, one grip
wzgledem zlozenia. Grupe te nazywamy pelng grupq lintowq przestrzeni L. Péinie
bedziemy mogli ja opisa¢ w sposéb bardziej konkretny jako grupe nxeosobhwyc
macierzy kwadratowych.
Czasami zdarza sie i tak, ze miedzy dwiema przestrzeniami liniowymi istniej
izomorfizm niezalezny od jakichkolwiek szczegdinych wybordw (takich jak wybor baz
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pr strzemach L i M dokonany w dowodzie twierdzenia p. 7). Takie izomorfizmy
edz my'bna,zywa‘c kanonicznymi lub naturelnymi (jednak dokladne okreslenie tych
jest mozliwe tylko przy uzyciu jezyka teorii kategorii, zob. § 13). Nalezy
innie odrézniad izmorfizmy naturalne od ,przypadkowych”. Podamy teraz dwa
terystyczne przyklady, bardzo wazne dla zrozumienia tej réznicy.

zomorﬁzm ,przypadkewy” przestrzeni z przestrzenia do niej sprze-
Zona. Nlech L b@dzxe przestrzeniy skoriczenie wymiarows, a {e1,-..,en} jej baza.
naczmy przez e € L* funkcjonal liniowy ! v €i(l), gdzie e (l) oznacza i-ta
polrzqdnq | wzgledem bazy {e:} (nie nalezy myli¢ tego oznaczenia z i-t3 potega,
ora w przestrzeni liniowej nie jest okreslona). Twierdzimy, ze funkcjonaly liniowe
Fra e"} ‘tworzg bazg przestrzeni L*, ktora nazywaé bedziemy bazq sprzgiong
" z {é1,...,¢en}. Funkcjonaly {e'} mozna réwnowaznie opisa nastepujaco:
-—" i (jest to symbol Kroneckera: & = 1 dla i = k oraz &; = 0 dla i # k).

' 1stoc3e kazdy funkcjonal liniowy f: I — K mozna zapisaé jako kombinacje

f= Zf(e,- e

i=1

z:ne 3esl! bow1em }: a;e' = 0, to dla kazdego k, 1 < k < n, mamy ay =
. i=1

Zatem L i L* maja ten sam wyrmiar n, i co wigcej, istnieje izomorfizm f: L — L*,
_f.ory"pfz'eprowadza e; w e,

ednakze ten izomorfizm nie jest kanoniczny: zamiana bazy {81, .3 €n} Na inng
, nia ogol, takde i ten izomorfizin. Na przyklad, jesli wymiar L jest réwny
""_'dla, dowolnego mezerowego wektora e; € L zbidr {e;} jest baza. Niech {e;}
nacza baze¢ dwoista do {e;}, e'(e1) = 1. Wtedy baza dwoista do bazy {ae;} gdzie
a€ K\{O}, jest baza {a~'e'}. Tymczasem odwzorowanie fj: e; = e! jest réZne od
d orowa,ma far aey v+ a7 le?, jedli tylko a? # 1.

Izomorﬁzm kanoniczny przestrzeni liniowej z jej dwusprzezona.
Niec "L_"b@dme przestrzenia liniows, [ — przestrzenia funkcji liniowych na L,
(L*)* — przestrzenia funkcji liniowych na L*, zwana dwusprzgsong lub
sprzgz_onq z przestrzenia [. Skonstruujemy teraz odwzorowanie kanoniczne
+ L — L™ w sposdb niezalezny od jakichkolwiek dowolnych wyboréw. Przyporzqd-
) j_e ono kaidemu wektorowi | € L funkcje na L*, ktdrej wartodeiq na funkcjonale
: Jest F(), a w skrécie

ert L [f — F(D)).

Fauwazmy, ze £1, ma nastepujace wlasnoéci:
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a) Dia kazdego 1 € L odwzorowanie er(l): I* — K jest liniowe. Istotnie, oznacz
to, ze wyrazenie f{I) jest liniowe jako funkcja f przy ustalonym 1, a to wynika wpro
2z okredlenia dodawania funkcjonaléw i mnozenia ich przez lczby (por. § 1, p. 7
W ten sposéb wykazalidmy, ze £; rzeczywiscie okredla odwzorowanie £, w L™, ja
twierdziliSmy wyzej.

b) Odwzorowanie e: L — L™ jest liniowe. Rzeczywiicie, oznacza to, ze wyraz
nie f{l) jest liniowe jako funkcja ! przy ustalonym f, a to zachodzi, gdyz felrl

¢} Jesli L jest skoriczenie wymiarowa, to odwzorowanie ep: L — L* jest izomo
fizmem. Rzeczywiscie, niech {es, ..., e.} bedzie baza L, {¢',...,e"} — baza L* do
niej dwoista, {el,...,e,} — baza L"* dwoista do bazy {e1 ,e“}. ’

Pokazemy, ze £1{e;) = €}, skad juz wynika, se'ey, jest izomorﬁzmem {postugiwan
sie w tym miejscu dowodu bazami jest bez znaczenia wobec tego, ze w okresiemu
¢r, nie byly one uzytel). .

Istotn;e, zgodme z okresleniem 51,(61) jest funkclonaiem na L*, kidrego wartosé
na e* jest réwna e*(e;) = 8 (znowu ,symbol Kroneckera”). Ale wedlug okreslenia
bazy dwoiste] wlasnie ¢! jest takim funkcjonalem na L.

Zauwazmy, ze jesli L jest nieskodczenie wymiarowa, to er: L — L** jest w da
szym ciagu injektywne, ale nie jest na ogdl surjektywne (por. éwiczenie 2). W analiz
funkcjonalnej zamiast calej przestrzeni L* zazwyczaj rozwaza sie tylko podprzestrzed
I’ funkcjonaléw liniowych ciaglych w odpowiednio wybranych topologiach na L i
i wtedy mozna okresli¢c odwzorowanie L —s L”, kidre niejednokrotnie takze jest iz
morfizmem. Tego rodzaju (topologiczne} przestrzenie liniowe nazywaja sig refleksyw
nymi. W ten sposéb pokazalismy, e preestrzenie skodczenie wymiarowe (bez wzglgdu
na topologig) sq refleksywne.

Rozwazymy teraz zwiazek miedzy odwzorowaniami liniowymi a podprzesﬁrze-'
niami liniowymi.

11. Definicja. Niech f: L — M bedzie odwzorowaniem liniowym. Zbiér Ker f
{te L|f(l) =0} C L nazywamy jgdrem f, a zbiér Imf {meMi3tel, f(I)
m} C M — obrazem f.

Nietrudno przekonad sie, Ze jadro f jest podprzestrzenia liniowa L, 2 obraz f —
podprzestrzenia liniowa M. SprawdéZmy, na przyklad, drugi z wymienionych faktow. -
Niech my,mq € Im f, ¢ € K. Wowczas istnieja takie wektory &, € L, ze f(iy)
my, f(la) = mag, a to znaczy, ze my +mg = f(ly + L), amy; = flal). A wiec
my -+ ma € Im f oraz amy € Im f. :

Odwzorowanie f jest injektywne wtedy i tylko wtedy, gdy Ker f = {0}. Istotnie, -
jesli f{ly) = f(la), h # I, to 0 # I, — I € Ker f. I na odwrét, jesli 0 # [ € Ker f, to.
(i) = 0 = £(0).

12. Twierdzenie. Niech L bedzie przestrzentq skoriczente wymiarowg, f: L —

M — odwzorowaniem lintowym. Wowezas Ker f 1 Imn f sq skorczenie wymiarowe
oraz

dimKer f + dimIm f = dim L.
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Dowod Skonczonosc wymiaru jadra f wynika z wniosku p. 13, § 2. Wybieramy
feriirem} W Ker f i uzupelnijmy ja do bazy {e1,...,ems€mt1,- ) €men}

estrzeni’ L zgodme 2 twierdzeniem p. 12, § 2. Wykazemy, ze wektory f(em+1),

f(em +n) tworza baze Im f, skad oczywiscie wynika j Juz twierdzenie.

.:Dowolny wektor nalezacy do. Im f ma postac :

, (T’fa"m) = ’% a;f(e;),

fuzl i=mal

_go.pokazu;e, ze f{em1)s. s f{€min) generuja Im f.

i Za,}ozmy, 76 m}:ﬂ a: f(e;) = 0, a wiec takie f ( }: a,e,) = {), a {0 oznacza, %e
S i=mt1 i=m+1

| 'mff' ’a',e,- € Ker f, tj. Z aig; = Z‘, ajej. Ta osta,tma réwnoéd jest mozhwa tylko
Smdl femmt1 J=T

.-wtedy, gdy wszystkie wspoélczynniki s zerami, gdyz {€1y . s €my Emiry« oy Eman ) jESE
‘baza, L. Wykazalidmy zatem, ze wektory f(ems1)hr .., f (em+n) 53 hmowo mezalezne

‘a wra,z z tym i cale twierdzenie.

s 3 Whiosek. Nastepujqce wlasnosdei f sq réwnowaine (pray zatozeniu skonczo»
: noscz ‘wymiary L):

a) f jest injektywne;

 b)dimL =dimIm f.

Dowdd. Na mocy twierdzenia, dim L = dimlm f wtedy i tylko wtedy, gdy
- dimKer f = 0, tj. Ker f = {0}, ' -

Cwiczenia

1. Niech f: R™ —» R™ bedzie odwzorowaniem zadanym przez funkcje régniczko-
walne, w ogdlnosci nieliniowe, ale przeprowadzajace zero na zero:

f(a:;,...,mm):(.,.,ﬂ(mh...,m,ﬁ),...), i:l,...,n.

Przyporzadkujmy mu odwzorowanie liniowe dfy: R™ ~» R™, nazywane rdsniczkg f
w punkcie § i zdefiniowane wzorem

(dfole; 0
fO J 2 8$3( ) 161‘3( )
gdzie przez {e;}, {e}} oznaczylidmy, odpowiednio, standardowe bazy B™ i R™. Wy-
kazaé, ze jedli przeprowadzi¢ zamiane baz w przestrzeniach R™ i R™ i obliczyé
dfo dla nowych baz wedlug tego samego wzoru, to nowo otrzymane odwzorowanie
liniowe dfy bedzie identyczne z poprzednim.

2. Wykazad, 2e przestrzedi wielomiandw Q|z] nie jest izomorficzna ze swoja prze-
strzenig sprzezong,. { Wskazdwka. Porédwnaé moc tych przestrzeni.)
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§ 4. Macierze

1. W tym paragrafie naszym celem bedzie wprowadzenie opisu macierzoweg
i przedstawienie podstawowych zaleZnosci laczacych go z formalizmem przestrzen
i odwzorowan liniowych. Po szczegdly i przyklady odsylamy czytelnika do rozdzia-
1ow 213 Wstgpu do algebry; w szczegdlnosci bedziemy swobodnie postugiwad sie
rozwinieta, tam teorie wyznacznikéw nie powtarzajac jej tutaj. Czytelnik powinie;
samodzielnie przekonaé sie, ze wszystko co tam zostalo powiedziane, mozna prze
nieéé bez zmian 2z przypadku ciala liczb rzeczywistych na przypadek dowolnego cialéj
skalardw, z jedynym wyjatkiem tych stwierdzen, ktére wykorzystywaly takie specy
ficzne wlasnosci liczb rzeczywistych, jak uporzadkowanie czy cigglosé.

2. Terminologia. Macierzqg A o wymiarach m X n i elementach ze zbioru S:
nazywamy rodzine (a;;) elementéw z S, indeksowana, parami uporzadkowanymi liczl
(i,k), gdzie 1 <4 <m, 1 <k < n. Czesto bedziemy pisa¢ A = (ap), 1 €:<m
1 € k € n, a jawne podanie wymiaréw macierzy czasami bedziemy opuszczad,
Przy ustalonym ¢ rodzing (ai1,. .., i) nazywamy i-tym wierszem macierzy A, &
przy ustalonym k rodzine (aix,...,ami) — k-ta kolumng macierzy A. Macxerze o
wymiarach 1 X n i m x 1 nazywarny odpowiednio wierszem 1 kolumnag. .

Jeli m = n, to macxerz A nazywamy macierzq kwadratowq, a zamiast ,,mamerz
o wymiarach n x n” bedziemy czeéciej mowié ,macierz kwadratowa stopnia n”.

Jesli A jest macierza kwadratows, stopnia n, § = K (cialo skalardw) i a; =
przy ¢ # k, to A nazywamy macierzg dzagonalnq, czasem bedziemy w tej sytu-
acji uzywac oznaczenia diag(ei1,...,ann). W ogélnodei elementy (a;) nazywamy
elementami gldunej przekgtnej (diegonali). Elementy aqp1;@2p40;... dla & > 0
tworza przekaing polozong powyzej gtdwne] przekatnej, a elementy aji1,1} Grpo; .5
dla k > 0 — przekatng polozong ponizej gléwne] przekatne]. Jesli § = K i a; =
dla k < ¢, to macierz nazywamy macierzq gornotrdjkqing, a jeshi ay = O dlai < &
da!notro;kqtnq Diagonalna macierz kwadratows, o elementach z K, ktére; wszystkle

elementy lezace na diagonali sg réwne, nazywamy macierzq 3kalamq.‘ Jesli elementy
te s3 réwne jednoéci, to macierz nazywa sie jednostkowa. Macierz jednostkowa stop-
nia n jest oznaczana L, lub po prostu E, jesli z kontekstu wynika, jaki jest jej
stopiett. :

Wszystkie te nazwy sa zwigzane ze standardows formg zapisu macierzy w postaci
tablicy

11 Qi Qin
Ga1 g2 a

A e 27
Am1 Om2 Gmn

Macierz A* transponowana do macierzy A o wymiarach m x n ma wymiary n x m;
a jej element polozony na przecieciu i-tego wiersza i k-tej kolumny jest réwny asi:
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zywa.ny czasem sposdb zapisu A == (ay) jest niejednoznaczny!)

3. :;.Uwagl. Elementy macierzy wystepujacych w teorii przestrzeni liniowych nad
tem K 53 zazwyczaj elementami clala K. Jednakze zdarzaja sie tez wyjatki —
zasém, fia przykiad bedziemy traktowaé uporzadkowana baze {ei,...,e,} prze-
rzeni L jako macierz o wymiarach 1 xn i elementach z przestrzeni L. Inny przyk}ad
to tzw: macierze blokowe, ktérych elementami sg z kolei macierze - bloki wyjscio-
ej macxerzy A mianowicie, kazdy podzial zbioru wskaznikéw wierszy [1 L,m] =
'--'I i Iz U I, oraz zbioru wskaznikéw kolumn [1,.. nml=JhULuU...UJ, na
'_-'poiozone, rozlaczne odcinki okresla rozkiad macxerzy A na blok;

Aup 3est macierzg, o elementach ay, © € I, k€ Jg. Jesli u = v, to w oczywisty’
posob mozna okresli¢ pojecia macierzy blokowo-diagonalnych, blokowo gornotr03~
atnych i blokowo dolnotréjkatnych. Ten sam przyklad pokazuje takze, ze nie zawsze

. Macierz odwzorowania liniowego. Niech N i M beda skonczenie wy-
--mxarowyma przestrzeniami liniowymi nad K z wyrdznionymi bazami {e1,...,e.}
i e el, } odpowiednio. Dowolnemu odwzorowaniu liniowermu f: N — M przy-
orzadkujemy w nastepujacy sposéb macierz Ay o wymiarach m x n i elementach
ciala skalaréw K — zauwazmy, 2e wymiarami macierzy sa wymiary przestrzeni
M wzigte w odwrotnej kolejnosci. Za,piszemy wektory f(er) jako kombinacje

: mlov\"}é wektordw eg;.. ., em, flex) = Z aive; 1 prayjmiemy Ay = (ai). Inaczej
-_mow:a‘c wspolczynmk; tych kombmacgi hnzowych rozmieszczamy w kolejnych ko-
Alumnach macierzy A I ‘
Macierz A § nazywamy macierzq odwzorowania liniowego f wzgledem baz (albo
:bdzaéh) {er}, {e:}.

Na mocy stwierdzenia § 3, p. 3 odwzorowanie liniowe f jest Jednoznaczme wy-
‘zniaczone przez wektory f(ex), przy czym jako te ostatnie mozna przyjacé dowolna,
odzine n wektoréw przestrzeni M. Diatego tez wyiej opisane przyporzadkowanie
est: bijekcja miedzy zbiorem L(N M), a zbiorem macierzy o wymiarach m x n i ele-
'mel_lta.ch z K (lub, jak tez méwimy, macierzy nad K). Jednakze ta bijekcja zalezy
‘od: wyboru baz (por. p. 8 ponizej).

Macietz A; pozwala takse opisaé odwzorowanie liniowe f poprzez jego dziata-
e na wspdlrzedne wektoréw. Jesli przedstawié wektor I € L jako wektor—kolumne
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. n
# = [21,-..,Ta) wspélrzednych wzgledem bazy {e1,...,¢.}, tj. [ ='% wzie;, to f
=1

mozna przedstawié w postaci wektora-kolumny § = [y1,...,¥m], przy czym

m .
Eagkmkmo, iml,...,n.

Innymi stowy ¥ = A; - Z jest iloczynem macierzy Ay przez wektor-kolumne Z.

Mdwiac o macierzy operatora liniowegoe A = (a;), bedziemy milczaco zaklada
ze w obu .egzemplarzach” przestrzeni M zostala wybrana jedna i ta sama baza,
Macierz operatora liniowego jest macierza kwadra.toWac, a macierg operatora tozsa—
mosciowego jest macierza, jednostkowa.

Zgodnie z § 3, p. 4 zbidr L(N, M) ma strukture przestrzeni liniowej nad K
Przy utozsamieniu elementdw L{N, M) z macierzami te strukture mozna opxsa.c’
nastepujaco.

5. Dodawanie macierzy i mnozenie ich przez skalary. Niech A = (a,k):'
= (bix) beds dwiema macierzami o tych samych wymiarach nad cialem K i mech
a 6 K. Zdefiniujermny ~

A + B = (C:'k)a gdzie Cif = Gk + bik:

oraz
aA = (aay).

Dzialania te okreslajg strukture przestrzeni liniowej' w zbiorze macierzy o ustalonyc}{_’
wymiarach. Ponadto latwo sprawdzié, ze jesli A = Ay, B = B, (wzgledem tej samej.
bazy), to- -

Aj+By = Apygr Aag = ady,

tak ze opisana odpowiedniosé (przypomnijmy, ze jest ona biJeRC}q) jest 1zomorﬁ .

ziem. W szczegdlnosci dim L(N, M) = dim N - dim M, poniewaz przestrzen mame—?

rzy (o wymiarach m x n) jest izomorficzna z K™". &
Superpozycje odwzorowan liniowych opisujemy poprzez mnozenie macierzy.

6. Mnozenie macierzy. lloczyn macierzy A o wymiarach m x ' i elementach z-

K przez macierz B o wymiarach n x p i elementach z K jest okreslony tylko wtedy;:
gdy n" = n' = n, a iloczyn AB ma wdéwczas Wymzary m X pi Jest zdeﬁmowany'_ﬂ
wzorem : i

AB = (Cgk), gdzie Cife = Za,-jbjk.

j=1 .

Jak nietrudno sprawdzié, (AB)! = B'A*. Motze si¢ zdarzyé, e chod iloczyn AB Jest"-_
okredlony, to iloczyn BA nie jest (gdy m # p) badZ tez ze oba iloczyny AB i BA:
sa dobrze okreslone, ale maja inne wymiary (tak jest, gdy m # n), bads nawet;
oba sa dobrze okreélone i i majg jednakowe wymiary, ale nie sg réwne. Innymi slowy, :
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yETEE macwrzy nie jest przemienne. Jednakie jest ono lqcane; pod warunkiem, Ze
‘AB i BC sq okreslone, to takie (AB)C i A(BC) sq okreslone i jednakowe.
‘niech A = (a;5), B = (bj), C = {cw). Sprawdzenie zgodnosa wymiaréw A
B z (' mozemy pozostawi¢ czytelnikowi, a zakladajac, Ze z tym nie ma juz
mozemy obhczyc (il)-ty element (AB)C ze Wzoru

' Z(Z aij jk) er = D _(ai jk)ckla
ko ik

WQt_}le_WQéél,

 (2)-ty lement A(BC) ze wzoru

Z @ (Z aijbjkckf) = Z aii(bikcr)-

Pomewaz mnozenie w K jest laczne, oba wyrazenia sa rowne. Korzystajac z juz udo-
idnionej lacznoéci mnozenia macierzy, mozna sprawdzm #e ,mnozenie blokami”
rﬁac;erzy blokowych jest takze laczne (por. takze éwiczenie 1). Ponadto, iloczyn
macxerzy jest linjowy wzgledem kazdego z czynnikéw z osobna:

(aA +bB)C = aAC + bBC, A(bB + cC) = bAB + cAC,

: Napstotmegsza, cecha mnoZenia macierzy jest to, ze odpowiada ono skladaniu odwzo-
“towan liniowych.Takze wiele innych problemdéw w algebrze liniowej wygodnie jest
. op;éywac za pomocg mnozenia macierzy: to wlaénie jest giéwna przyczyna unifi-
“kujacej roli odgrywanej przez jezyk algebry macierzowej i pewnej samodzielnosci
- algebry macierzowej wewnatrz algebry liniowej. Rozwazmy niekidre z takich sytua-

7. Macierz zlozenia odwzorowarn liniowych. Niech P, N, M beds trzema
skoticzenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, P %5 N s M — dwoma
~ odwzorowaniami liniowymi. Wybierzmy bazy {ef}, {e}}, {em} w P, N, M odpo-
wiednio i oznaczmy przez 4,, Ay i Ay, macierzeg, fi fgw tych bazach Sprawdz:my,
'-'_ze Afg AsA, W istocie, niech Ay = (a3), 4, = (b). Mamy

ey) = zbike:‘:
&) = Z bin f(€}) = Z bix Zajiej = Z(Z ajibik)ek
i i i . i i

' Stad wynika, ze (4, k)-ty element macierzy Ay, jest réwny 3 ajibi, tj. Agy = AsA,.

- Na mocy rezultatow p. p. 4-6 przez wybdr bazy moéndj utozsamié zbidr opera-
“tordw lintowych £{L, L) ze zbiorem macierzy kwadratowych M,(K) stopnia n =
dim L nad cialem K. Zadane w obydwu tych zbiorach struktury przestrzeni linio-
wych i pierécieni s3 z tym utozsamieniem zgodne. Bijekcjom, tj. automorfizmom
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liniowym f: L — L, odpowiadaja przy tym macierze odwracalne: jesh fo f~! =1id
to AjAp = By, a wiec Af—j = A7l

Przypomnijmy tu, Ze macierz jest odwracalna (inaczej niecsobliwa) wtedy i tylk
wtedy, gdy det A # 0. '

8. a) Wyrazenie odwzorowania linipwego we wspdirzednych. Uzywajac oznacze
p. 4, mozemy zapisaé wektory z przestrzeni M i N za ;:»omocad wektoréw kolumn.
wych

A n

271
il
w2y
i

Tn Ym

a wowczas dzialanie operatora f mozna wyrazié za pomocs mnozenia macierzoweg
wzorem '

(3] 11 412 A1n !
¥2 I | am G Qan Ty
Ym dml @mz -+ Gmn Ty

albo tez skrétowo § = A (por. p. 4). Czasaml bywa tez wygodnie zaplsywacy_
analogiczny wzdr za pomoca baz {e;}, {el}. Prayjmuje on wéwczas postaé

.f(ela--wen): (f(ei)v_--,f(en)) "—"(ellﬂ"':e;n)Af‘

Przy stosowaniu tego ostatniego wzoru formalizm mnozenia macierzowego wymaga, -
aby w wyraZeniu po prawej stronie wzoru wektory z M mnozy¢ przez skalary z pra- -
wej strony, a nie z lewej; jest to dla nas bez znaczenia, gdyz bedziemy po prostic
przyjmowaé, ze e'a = ae’ dla dowolnyche" € M, a € K. Korzystajac z tego rodzaju
zapisu, bedziemy musieli nieraz sprawdzac lacznosé lub linjowosé takich ,miesza-:
nych” iloczynéw macierzy wzgledem czynnikéw, ktérych czedé stanowia wektory 7
L, a czedé skalary z K. Na przyklad,

({e1,...,en)A)B = (e1,..., e }{AB)

lub
(s + ey, ente)A=(er,...,en ) A+ (ef,..., e, )A

itp. Formalizm p. p. 4, 5 automatycznie przenost sie na te przypadki. Ta sama uwaga
odnosi sie takie do macierzy blokowych.
b) Wspdirzedne wektora w zmienionej bazie. Zaldzmy, ze w przestrzem L zostaly .
wybrane dwie bazy {e:}, {¢!}. Dowolny wektor | € [ moina wyrazié, uzywajac
. T n o
wspohrzednych w kazdej 2 tych baz: | = ) xie; = ) zlel. WykaZemy istnienie -
2% |

Tl
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tak;e}_:ﬁiezaleénej odn wektora I maclerzsy kwadratowe] A stopnia n, ze ¥ = AZ'.
| stotn i;,__jes'ﬁ ¢, = gaikei, to A = (ai). Macierz A bedziemy nazywaé macierzq
rzejscﬂﬂ {od bazy {;3,-} { snieprimowanych” wektoréw) do bazy {e}.} (,,primowanych”
wektoréw) lub od wspéirzednych ,nieprimowanych” do ,primowanych”). Zauwazmy,
éé.::ié’sg”'td macierz odwracalna, a odwrotng do niej jest macierz przejscia od bazy
. p'rim'owanych” do ,,niep;imowanych” wektordw.

e Odnotujmy takze 1 to, ze wzér ¥ = AT’ mozna interpretowac jako wzdr wyra-
Zajg"(';'y wspolrzedne starego wektora kolumnowego Z poprzez wspélrzedne wektora
f'(ﬁ’)',' gdzie f oznacza odwzorowanie liniowe L -~ L o macierzy A w bazie {e;}.

= W fizyce te dwa punkty widzenia nazywane sa odpowiednio ,biernym” i ,czyn-
nym”. W tym pierwszym opisujemy jeden i ten sam stan ukladu {wektor [} 2z punktu
widzenia résnych obserwatoréw (o wlasnych ukladach odniesienia), a w tym drugim
obserwator jest ten sam, a stan ukladu zostaje poddany przeksztalceniom polegaja-
cym; na przyklad, na operacji symetril przestrzeni stanow tego ukladu.

“¢) Macierz odwzorowania liniowego wzgledem zmienionych baz. Wracajac do sytu-
acji opisanej w p. 4, wyjaénijmy, jak zmienia si¢ macierz A; odwzorowania linjowego
przy przejsciu od baz {ex}, {€!} do nowych baz {€}; {€!} przestrzeni N i M. Niech
B oznacza macierz przejscia od wspélrzednych wzgledem {er} do wspdlrzednych
wzglgdem {2}, a C — macierz przejécia od wspétrzednych wzgledem {e!} do wspél-
rzednych wzgledem {2!}. Twierdzimy, Ze macierz A; odwzorowania f wzgledem baz
{er}, {€}} wyraza si¢ wzorem

:‘If = leAfB.

- fs'.tgthie, prowadzace rachunki dla baz, otrzymuiemy

= (ej)A;B = (e})C"'AsB.

Ceytelnikowi polecamy przeprowadzenie powyzszego rachunku przy uzyciu wspél-
“rzednych. Przypadek, gdy N = M oraz {¢;} = {e!}, {&} = {1} i B = C, jest
~ specjalnie wazny. Macierz odwzorowania linlowego f wzgledem nowej bazy jest wy-
" 1azona wzorem
mﬁf = B_IAfB.

- Odwzorowanie M, (K} — M,(K), A = B~1AB nazywamy sprzgieniem (przez ma-
cierz nieosobliwg B). Spraezenie jest automorfizmem algebry macierzowej M,(K):

5 (% aiAi) B = S B AB, € K;

(253 i=1

B=Y(A;...Ap)B = (B~'AB).. (B~ AnB)
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(w iloczynie po prawej wewnetrzne czynniki B 1 B~! wystepuja obok siebie i dzig
temu skracaja sie). Szczegdlng role odgrywaja te sposréd okreslonych na M, (K
funkcji, ktdre nie zmieniaja sie przy zamianie macierzy na sprzezong z nia, gdys
nich mozna budowaé niezmienntki (inwarianty) operatordw liniowych: jesli ¢ je
takg funkcja, to definiujac ¢(f) = #(Ay) otrzymujemy funkeje zalezna tylko od f,
nie od bazy, w ktorej wyznaczylismy A;. A oto dwa wazne przyklady.

9. Wyznacznik 1 $lad operatora liniowego. Okreslimy $lad (ang. trace) op
ratora [ wzorem '

Trf=TrA;= Zaﬁ, gdzie Ay = (ai)

i=1
(8lad macierzy A to suma elementéw jej gldwnej przekatne]), oraz wyznacznik
det f = det Aj.
Niezmienniczo$¢ wyznacznika wzgledem sprzezenia jest oczywista:
det(B'AB) = (det B)™ - det A - det B = det A.

Dla wykazania niezmienniczodgi $ladu wykazemy ogdlniejszy fakt: jeshi A4 B.
takimi macierzami, ze AB i BA sq okreslone, to Tr AB = Tr BA. Rzeczywidcie

TrAB=Y Y aiby, TrBA=Y.Y bjsai;.
i i i

Jedli B jest nieosobliwa, to, stosujac tylko co wykazany fakt do macierzy B~1A4 1]
otrzymarny

Tr(B~'AB) = Ti(B~'BA) = Tr A.

Tworzac funkcie symetryczne wartodci wlasnych macierzy i operatoréw (zdefini
jemy je nizej w § 8), otrzymamy wigcej przykladéw funkcji niezmienniczych.

Na zakoticzenie tego paragrafu zbierzemy definicje, nazwy i standardowe ozn
czenia dla pewnych klas macierzy o wyrazach rzeczywistych lub zespolonych, 6 po
stawowym znaczeniu dla teorii grup i algebr Liego oraz jej wielorakich zastost
wan, w szczegdlnodci w fizyce. Plerwsza klase stanowia tak zwane grupy klasyczn
sg to istotnie grupy wzgledem mnozenia macierzy. Druga klas¢ stanowia algeh
Liego: sa to przestrzenie liniowe zamknicte wzgledem operacji brania komutator
[A,B] = AB — BA. Rownolegiodé wprowadzonych oznaczer zostanie w pewny
zakresie wyjasniona w § 11 oraz w ¢wiczeniu 8. '

10. Grupy klasyczne :

a} Petna grupe liniowa GL(n, K). Sklada sie ona ze wszystkich nieosobliwyc
macierzy kwadratowych stopnia n nad clalem K.
b} Specjalna grupa liniowa SL(n, K). Sklada sie ona z macualzy kwadmtowyc
stopnia n nad cialem K z wyznaczmkiem 1.
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powyZSZYCh pizyktadach K moglo by¢ dowolnym cialem. Ponizej ograniczymy
do przypa.dku K = R albo C, cho¢ istnieja uogdlnienia podanych definicji na

ypa.dek innych cial.
')---Gmpa ortogonalna O(n, K). Sklada sie ona z macierzy stopnia n spetniajacych

. arunek AA w= E,. Takie macierze istotnie tworzq grupe, gdyz

E Eﬂ Em A"l(A 1)s 1(At) (At )—1 ( );,1 = E,

(AB)(AB) = ABB'A = AA' = E,,

Dla K R C grupa ta nazywa si¢ odpowiednio rzeczywista lub zespolong (grupa
: Ortogonaina) Jej elementy nosza nazwe macierzy ortogonalnych. Zamiast O(n, R)
‘piszemy zazwyczaj O(n).

id) Spécjalna grupe ortogonalna SO(n, K). Sklada si¢ z macierzy ortogonalnych
o wyznaczniku rownym jednoéci:

SO(n, K)=O(n, K)N SL(n, K).

amxast S0(n, R) piszemy zazwyczaj SO(n).

- e) Grupa umtama U{n). Sklada sie z zespolonych macierzy stopnia n spelniaja-
ych"wa,runek AA' = E,, gdzie 4 — macierz o elementach bedacych sprzezeniami
odpowiadajacych el elementéw macierzy A: jesli A = (au), to A = (@y). Uzywajac
- réwnosci AEB = AR, nietrudno sprawdzi¢ tym sposobem co w c), ze takze U(n) jest
: grupa. Elementy U(n) nazywamy macierzami uniternymi. Macierz A czesto jest
' nazywana macierzq hermitowsko sprzgazonq z macierza A; matematycy oznaczaja,
ja A*, a fizycy Al. Zauwazmy jeszcze, Ze operacja sprzeZenia hermitowskiego jest
: okreslona dla macierzy zespolonych o doewolnych wymiarach.

) Specgalna grupa unitarna SU (n). Sklada sie z macierzy unitarnych o wyznacz-
-Tfnzku réwnym jednosci;

SUn)=U(n)NSL{n,C).

“Wprost z definicji. wynika, Ze rzeczywiste macierze unitarne sa macierzami ortogo-
nalnymi:

O(n) = U(n)NGL(n, R), SO0(n) = U(n)ﬁSL(n,VR).

11, Klasyczne algebry Liego. (Macierzowa) algebra Liego nazywamy dowolna
s addytywnac podgrupe macierzy kwadratowych M,{K), zamknieta wzgledem operacji
- brania komutatora macierzy (4, B] = AB~ BA. (Ogdlna definicje znajdzie czytelnik
W ¢wiczeniu 14.) Nastepujace zbiory macierzy stanowia klasyczne algebry Liego;
. Zazwyczaj sg one takie przestrzeniami wektorowymi nad K (czasem tylko nad R,
.-;"--chocaaz K = C). Jednakze nie’sg one grupami wzgledem mnozenial

ia) Algebra gl (n, K) sklada sie ze wsazystkich macierzy M, (K).
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b) Algebra sl(n, K) sklada si¢ ze wszystkich macierzy M, (K} o $ladzie ze
(czasem nazywamy je macierzami ,bezéladowymi”). Zamknietoéé wzgledem bran
komutatora wynika ze wzoru Tr[A, B] = 0 wykazanego w p. 9. Biorac pod uwap
se Tr jest funkcja liniowa na przestrzeni macierzy kwadratowych czy operatord
liniowych, wnioskujemy, ze s! (n, K) jest przestrzenia linjows nad K.

¢) Algebra o (n, K') sklada si¢ ze wszystkich macierzy M, (K}, spelniajacych w
runek A + A' = 0. Réwnowaznie: A = (a,k) gdzie ai; = 0 (jesli charakterysty
K nie rdwna sig 2}, ay = ~ak. Takie macierze bedziemy nazywaé antysymetryr
nymi lub skoénie symetryczoymi. Odnotujmy jeszcze to, ze Tr A = § dla wszystki
A€o(n K).

Jesli A* = —A, B* = —B, to [4,B]' = [B, A = [-B,-A] = —[4, B], wi
macierz [A, B] jest antysymetryczna. Te macierze tworzg przestrzett liniowa nad

W tym kontekécie odnotujmy jeszcze, ze zbidr macierzy symetrycznych (A n
zywamy symetryczng, gdy A = A') nie jest zamkniety wzgledem operacji komu
tora, ale jest za,mkmety wzgledem antykomutatora AB 4+ BA 1ub operacji Jorda

L(AB + BA). |
d) Algebrau(n) sklada s:e; z zespolonych macierzy kwadratowych stopnia n sp
niajacych warunek A + A' = 0, lub réwnowaznie a;x = —@y. Takie macierze b

dziemy nazywaé hermitowsko antysymetrycznymilub entyhermitowskimi lub Jeszcze
skosnie hermitowskimi, Tworza, one przestrzen liniowa nad R, ale nie nad C. Jesli
At = —A B'= -B, to

[Ai.B}t = [Bt’At] = ["'—B—} '"7{] = ”ms

a zatem u (n) jest algebra Liego

Qdnotujmy jeszcze, ze macxerz A nazywa si¢ hermitowsko symetryczng lub po
prostu hermitowska, jesli A° = A, tj. ap = @n. W szczegdlnosci, taka macierz ma
na diagonali liczby czysto urojone. Jest jasne, Ze rzeczywiste macierze hermltowsk}e
sa symetryczne, a antyhermitowskie — antysymetryczne, skad wynika

o{n) = u(n)ﬂs{(n,R) .

Macierz A jest hermitowska wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ A4 jest antyhermitowska.
e} Algebra su(n). Tak nazywamy algebre bezéladowych i antyhermitowskich ma
cierzy stopnia n, czyli u(n) Nsl{n,C). Jest to przestrzen liniowa nad R,
Badajac w drugxe; czesci ksiazki przestrzenie liniowe wyposagone w metryki typu
euklidesowego lub hermitowskiego, wyjasnimy geometryczny sens operatordw repre;
zentowanych macierzami z opisanych tu klas, a przy okazji uzupelnimy powyzsz
liste.

Cwiczenia

1. Sformulowacd precyzyijnie i udowodnié twierdzenie mdwiace o tym, Ze macierz
okredlone nad cialem i rozbite na bloki mozna mnozy¢ blokami, jesli wymiary i iloéc
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3, zgodne:

(Ai)(Bs) = (Z Aijjk)a

liczb kolumn w bloku A;; réwna sie liczbie wierszy w bloku Bjy i liczba wierszy
okowy(iﬁ w macierzy A jest réwna liczbie kolumn blokowych macierzy B.
' 'Wprowadmc pojecie macierzy nieskoficzonej (z nieskoficzong ilodciy wierszy i
%) -kolimn). Poda¢ warunki, aby mozna bylo mnozy¢ takie macierze (przykiady
amefze skoriczone, tj. takie, dla ktorych jedynie skoniczona liczba elementéw macie-
nie jest zerem; macierze, ktérych kazdy wiersz i (lub) kolumna zawiera skoficzona,
zczbe; mezerowych elementow) Znalezé warunki istnienia potr03nych iloczynéw.
3, Wykazad, ze réwnanie XY — Y X = E nie ma rozwiazan X, Y w zbiorze skon-
gnj?ch macierzy kwadratowych nad cialem zerowej charakterystyki. (Wskazdwka.
wasyé $lady obydwdch stron.) Znalez¢ rozwiazanie tego réwnania w zbiorze ma-

d.

rzy Inxeskonczonych ( Wskazdwka. Rozwazyé operatory liniowe <= i operator mno-

dz

senia p przez T W przestrzem wxeiomaanow wszystkich stopni zmiennej z, postugujac
1<;:3tozsa,moscw¢ (:c - x—»— f=1)

4. Podaé jawny opis klasycznych grup i algebr Liego w przypadkach n = 1
; Skonstruowad izomorfizm grupy U{1) z SO(2, R).
. Nastepujace macierze nad € sa znane jako macierze Pauliego:

= "_(1 0) o (0 1) a”(ﬁ wi) a_(z 0)
TR0 1) 1 6 PT\d o) 0 ~1

_.'»’(Wprowadzﬂ je znany fizyk W. Pauli, jeden z twércow mechaniki kwantowej, dla
: pctrzeb zaproponowane] przez siebie teorii spinu elektronowego.) Sprawdzié naste-
~piijace ich wlasnosci:

L i8Y foo, o8] = 2igaco., gdzie {a,b,c} = {1,2,3}, a przez . oznaczylidémy znak

v_bermuta.cp ({11 % %)

i b) 0a0b + 040, = 26,00 (6,5 — symbol Kroneckera).

- ¢) Macierze t01, i03, 10, stanowia baze nad R dla su(2), a nad C — dla s{(2);
-'_macaerze To, 107, 103, 103 83 baza nad R dla u(2), a nad C' — baza g{(2).

< 8. Ponizsze macierze stopnia 4 nad C znane sg pod nazwa, macierzy Diraca (o,
-'sac ma,mer?aml Pauliego):

= (2]} 0) (0 0'1) _(G 0'2) _(0 03\_
i (0 —a N 5 —ay WA 22_‘ —0y 0/ Y3 = — 0 0}

{Wprowadzil je znany fizyk P. A. M. Dirac, jeden z twércéw mechaniki kwanto-
WE_}, w swej teorii relatywistycznego elektronu ze spinem). Wykorzystujac rezultaty
¢wiczen 51 1 sprawdzié nastepujace ich wlasnodci:

2) YV + 1Ya = 2gasfs, gdzie gup = 0 dla @ # b, goo = 1, g11 = g22 = gsa = —1;

b) Prayjmijmy vs = iyiv27s70. Sprawdzid, se vs = — (fﬂ ?}G);
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: 'C) %75 = sy, dlaa =0,1,2,3; (75) = :
"7, Sprawdzié prawdziwosé podanych w pomzszej tabeli danych dof;yczaccych w
“miaréw klasycznych algebr Liego (jako przestrzeni liniowych nad odpowiednimi ¢
: tami). .
= gi(n, 1) | 10, K) | 0.0, K) [u(m) | su(m)
a1 { n(n—1)
i 2
8. Niech A oznacza macierz kwadratows stopnia n, ¢ — parametr rzeczywis
g s 0. Wykazaé, ze macierz U = E+¢A jest ,unitarna z dokladnoscia do £2” wiedy
i tylko wtedy, gdy A jest antyhermitowska:

UT '=E+0(®) < A+ 4" =0..
Sformutowaé 1 wykazad analogiczne zaleznosci dla pozostalych par kiasycznych grup

i algebr Liego. .
9. NiechU = F +¢A, V = E + B, gdzie € — 0. Sprawdzid, ze

UVU-WV = E + e%[A, B] + O(°)

{wyrazenie stojace po lewej stronie nazywa sie komutatorem grupowym U i V).
10. Rzad 1{A) macierzy A nad cialem ~ to maksymalna liczba liniowo niezalez-
nych kolumn tej macierzy. Wykazad, e 1(A) = dimIm f.
Wykazaé, ze macierz kwadratowa rzedu 1 mozna przedstawm jako iloczyn ko-
lumny i1 wiersza.
11. Niech A, B beda macierzami o wymiarach m x n, m; X n; nad dowolnym
cialem i niech quzie ustalony sposob indeksowania wszystkich mn elementéw mas
cierzy A i wszystkich rminy elementdw macierzy B (np. kolejno wzdluz wierszy),
Hloczynem tensorowym albo iloczynem Kroneckera tych maciersy nazywamy macierz
A ® B o wymiarach mn X min; 2z elementami a;by,, umieszczonymi na miejscach
af3, gdzie o — indeks miejsca elementu a;, 8 — indeks by,,. Sprawdzié nastepujace
fakty:
a) A ® B jest lintowy wzgledem kazdego ze swych argumentow przy ustalonym
drugim; .
b) Jesli m = n, my = ny, to det(A ® B) = (det A)™ (det B)™
12. lle operacji potrzeba dla przemnozenia dwdch duzych macierzy? Ponizsza
seria zadan podwiecona jest przedstawieniu metody Strassena, pozwalajacej znacznie
zmniejszy¢ te liczbe, jesli macierze sa, rzeczywiscie duzych rozmiaréw.
a) Przemnozenie dwéch macierzy stopnia IV zwyklym sposobem wymaga wyko-
nania V3 mnogen i N?(N — 1) dedawanr. '
b) Podana nizej formula mnoZenia dla NV = 2 pokazuje, e moina wykonaé mniej
mnozen (7 zamiast 8) kosztem wykonania 18 zamiast 4 dodawail (nie jest wymagana
przemiennosé mnozenia): '

a b A, B _ 811 512
—c —d -'"C "—D - 521 ng ’

2

n n® —1
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511.—_ (a+d)(A+D)—(b+d)(C+D)—d(A~C)—(a~ 5D
5;25((1_. WD —a(D - B), Sy =(d—c)A—dA-C),
S (a+d) (A+ D)= (a+c)(A+B) - a(D - B) - (d =94

c) Stosuj@c pPOWYZSZ3 metode do macierzy stopnia 2" rozbitych na cztery bloki
ymxé.row gn-1 x 271 wykazad, ze obliczenie ich iloczynu wymaga wykonania 7*
nozert i 6(7" — 4") dodawan.

d): Rozszerzajac macierze stopnia N do najbliZszego stopnia 2" poprzez dopisa-
¢ 7ery W ykazac e dla obliczenia ich iloczynu wystarcza wykonanie Q(N%®&7) =
_ 1) operacji.

: A moze uda Ci sie, czytelniku, wymysli¢ cos lepszego?

-"--13 Nlech L = M.(K) quzle przestrzemq mac1erzy kwadra,towych stopma .

. F(X) = TH(AX)
f_dI@_i#éZystkich X € M,(K). Wyprowadzié stad istnienie kanonicznego izomorfizmbt

L(L, L) — [L(L, L))

dla, dowoine; skoficzenie wymiarowej przestrzeni L.

.14, K-algebrg Liego nazywamy przestrzen liniows L nad K wraz z operacja

dwuargumentowaﬂ (komutatorem): L x [ — L oznaczang [, | i spelniajacy warunki:

a) komutator [I, m] jest liniowy wzgledem kazdego z argumentow I,m € L przy

i ustaionym drugim argumencie;

b} [{, m] = —[m, {] dla wszystkich {, m;

- ) [11, [lg, l;; 53, [ll, 12] -+ [fg, {13, 11] =1 df&. WSZYStkiCh 11, 12, 13 € L.

3 (Jest to tzw. tozsamosé Jacobiego)

7 Sprawdzié, 2e opisane w punkcie 11 klasyczne algebry Liego sq algebrami Liego

- w podanym tu znaczeniu. Ogdlnie], sprawdzic, ze komutator [X, Y] = XY - Y X w
dowolnym piericieniu lacznym spelnia tozsamoéé Jacobiego.

§ 5. Podprzestrzenie i sumy proste

1. W tym paragrafie zbadamy pewne geometryczne wlasnosci wzajemnego po-

* logenia podprzestrzeni skoficzenie wymiarowej przestrzeni liniowej L. Zilustrujmy w
czym rzecz na najprostszym przykladzie. Niech L;, L{ C L beda dwiema podprze-
strzeniami.Jesli istnieje taki automorfizm liniowy f: L - L, ktdry przeprowadza L,
na L}, to wydaje sie naturalne przyjaé, ze sa one jednakowo polozone w przestrzeni L.
Potrzeba na to, aby dim L; = dim £}, gdyz f zachowuje wszystkie relacje liniowe,
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a wiec przeprowadza baze [ na baze L{. Ten wa,runek jest takze wysta,rczaja‘cyg;é
Istotnie, wyb;erzmy bazy {e1,...,em} W L1 i{el,...,el.} w Li. Zgodnie z twaerd""'
niem § 2 p. 12 mozemy je uzupeimc do baz przestrzem L — {el, vy €my Emiy
en}i{el,. . €€ 4,0 €L} Na mocy stwierdzenia § 3 p. 3 1stme]e takie odwmﬁ%
rowanie hmowe il L ze dla kazdego ¢ obrazem e; jest e]. Jest ono odwraca.lfé
i przeprowadza [y na L.

W ten sposdb wnioskujemy, e wszystkie podprzestrzenie liniowe jednege wymig
sq jednakowo pelozone w L.

zali, ze pary (L1,Le) i (L4, L}) sa jednakowo potozone, jesli istnieje taki linioy
automorfizm f:L — L, ze f(l1) = L{ i f(L.) = L§ Jak poprzednio, réwne:

przeprowadza podprzestrzen Ly N L, na LN LY i dlatego konieczny jest réwnies
runek dim(L; NL2) = dim(L{ N L,). Jedli na Ly 1 Ly nie nakladamy innych warunk
poza ustaleniem dim Ly i dim Ly, to dim(L; N Lg) moze przyjmowad, ogélnie méwi
rézne wartosci. Dla wyjasnienia, jakie wartoéci sa tu mozliwe, wprowadzimy po;q_
sumy podprzestrzeni liniowych.

2. Definicja. Niech Ly,..., L, C L bedy podprzestrzeniami liniowymi L. I
sumgq nazywamy zhidr

n Tt
YLi=Li+--+L,= {Zfi i€ Li}-
i=1 i=1

Latwo przekonad sie, Ze suma podprzestrzeni jest takze podprzesirzenia i 261
okredlona operacja sumowania jest laczna i przemienna, podobnie do operacji prz
kroju podprzestrzeni liniowych. Réwnowaznie mozna opisaé sume Ly + - -+ + L, jal
najmniejszq podprrzestrzen w L zawierajgeq kaidg » podprrestrzeni L;. Nastepuja
twierdzenie podaje wazny zwigzek wymiaru sumy dwéch podprzestrzeni 2 wymiare,
ich przeciecia.

3. Twierdzenie. Jesli Ly, L, C L sq skoviczenie wymiarowe, to LyN Ly 1 Ly +1
8q takie skoviczenie wymiarowe i

dim(Ly N Lo) + dim{Ly + Lo) = dim Ly + dim L.

Dowéd. L; + L, jest powloka liniowa sumy baz Ly i La, wiec jest skoficzen
wymiarowa; podobnie Ly N Ly, gdyz zawiera sie w skoificzenie wymiarowych prz
strzendach Ly i Ly. Oznaczmny m =dim Ly N Ly, n =dim Ly, p=dim L, | obierzm
bazg {e1,...,en} przestrzeni L; N Ls. Korzystajac z twierdzenia § 2 p. 12, vz
peinimy ja do baz przestrzeni L1 i Ly, ktére oznaczymy {ei,...,en, € 1,... 6
i {e1, oy em,emyq,-- - en} Take pare baz w Ly i Ly bedziemy nazywaé zgodng
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5 3 ! ' I
kazemy teraz, ze rodzina {€1,. ., €msChias-- s Cmyy - s ep} tworzy baze
i Ly + L2, a stad juz wynika teza, tw1erdzema, wobec réwnosci

Wy

ﬂzm(Ll + Ly)=p+n—m=dimL +dimL; —dim L; N L.

wai kaédy wektor z Ly + Lo 3est suma,; wektorow 2z Ly 1 Ly, a wugc jest sumg

ko blﬂé(ﬁjl lm:owych {6’1: em1€m+1v - € } {‘91? 7emaem+11 } suma tych
ds generu]e Li + L. Pozostage wiec tylko sprawdzié liniows mezaleznosc ZLa-

my; 26 1stme}e nietrywialna zaleznos¢ liniowa

Zme,-{— E y,e—i— Z zke

i=) F=m-41 k=m+1

Gwezas 2 pewnosaq istnieja takie wskazniki j oraz k, dla ktorych y; 5 01 2 #
rzemwnym bomem ragie otrzymalibysmy metryw:alnfy zaleznoéé liniows, dla

Wobéc tego niezerowy wektor E zpell € Ly takze nalezy do Ll, gdyz mozna go
k_m+1

Z Tie; + §: yJ ) Nalezy on wiec do LyN Ly i jest kombina-
(E)
em} sta,nows@cych ba.ZQ L; Q Lg Nasze przypuszczeme

Yy eeer€my Emytse <1 €p "1, co byloby sprzeczne z ich okreéleniem. W ten sposéb
therdzeme zostaio Wykazane

4_._.Wmosek Niech ny < ny < 1 bedg wymiarami przestrzéni Ly, Ly i L odpo-
wiednio. Wowczas liczby i = dim L; 0 Ly oraz s = dim(Ly + Ly)-mogq przyjmowad
dowolne wartodei w zakresie ograniczonym warunkami 0 <1 < ny, np <5 < n oraz
s =1y + na.

‘Dowdd. Koniecznosé tych warunkéw wynika z inkluzji Ly N Ly C Ly, Lz C
-Ly C L iz twierdzenia p. 3. Dla wykazania dostatecznodci wybierzemy s =
ni -+ ny — ¢ niezaleznych liniowo wektordw z L: {61,...,65;624,1,. 3:«,1:ef+1a

ell ’}'i'oznaczymy przez Ly, L, powloki liniowe {e;...,ei5¢el,,,. ,e:“} i{ey,.. ,e,-;
.y ¢y } odpowiednio. Tak jak przy dowodzie tw1erdzema. metrudno sprawdzic,

L1_ i’% L, jest powloka liniows, {e;,...,en}-

. Teraz mozemy wykazaé, ze niezmienniki n; = dimL;, ny = dimL, oraz
_;_dlm(Ll N L;) calkowicie charakteryzuja wzajemne polozeme pary podprzestrzeni
'___(Lh L} w L. W istocie, weZmy inng parg (Ln L) z tymi samymi niezmiennikami
| skonstruujmy zgodne pary baz dla Ly, Ly i I, La, a z nich, tak jak w dowodzie
“twierdzenia p.3, bazy Ly + Ly i L} + LY, a w koficu te ostatnie uzupelnijmy do baz
L. Istaienie automorfizmu liniowego przeprowadzajacego jedna z tak otrzymanych
ba.z’_'na druga pokazuje, ze te pary sa jednakowo polozone w L.

.16, PoloZenie ogdlne. W kontekicie rozwazah poprzedzajacego punktu po-
Wlemy, ze podprzesirzenie Ly, L, C I znajduja si¢ w polozeniu ogdlnym, jedli ich
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przeciecie ma najmniejszy z mozliwych, a suma najwigkszy z mozliwych wymia@@
dopuszczanych nieréwnosciami wniosku p. 4. ;

Na przyklad, dwie plaszczyzny w tréjwymiarowej przestrzeni znajduia sie w p
lozeniu ogdlnym, jesli ich przeciecie jest prosta, a w przestrzeni czterowymlarowel \5%
jedh J€St punktem. Uzywajac innego okreslenia dla wyrazenia tego samego, mow; Ty
ze Ly i Ly sq transwersalne. '

Okreslenie ,,w ogdlnym polozenin® pochodzi stad, 2e w pewnyra sensie wigkss
par podprzestrzeni (Ly, L) znajduje sig¢ w takim wlasnie polozeniu, a inne pologer,
jest wyjatkowe (zdegenerowane). Stwierdzenie to moZna uscislié na wiele sposobé
Jeden z nich polega na tym, aby wprowadzi¢ opis zbioru par podprzestrzeni p
uzyciu pewnych parametréw i sprawdzié, Ze para nie znajduje si¢ w poloZeniu og,
. nym tylko wtedy, gdy te parametry spelniaja dodatkowe warunki, nie spetnione prz“
ogolne wartodci parametrow.

Inny sposéb, przydainy dla przypadku K = R lub C, wykorzystuje nastegpu;
rogumowanie: nalezy wybral w L jakas baze, okresli¢ L; i L, dwoma uklada
réwnas linlowych i pokazad, ze zmieniajac dowolnie mato wspdlezynniki tych réwn
{,zaburzajac” L; i L), mozna przeprowadzié wybrana pare w polozenie ogdlne.:

Mozna byloby takze sprobowaé rozwazaé niezmienniki charakteryzujace po
zenie trojek, czworek i wigkszej liczby podprzestrzeni w L. Tutaj kombinatorye
trudnodci szybko rosng i dla rozwiazania tego zagadnienie potrzeba innej technik
poza tym, poczynajac od czwérek podprzestrzeni, ich wzajemne polozenie nie d
sie juz scharakteryzowad jedynie dyskretnymi niezmiennikami w rodzaju Wymiar y
réznych sum i przecied.

Zwréémy jeszcze uwage na to, ze jak podpowiada nasza ,fizyczna” intuicja,
lozenie, powiedzmy prostej wzgledem plaszczyzny, mozna scharakteryzowad za, g
mocy kata miedzy nimi. Jednak podkreslilidmy to juz w § 1, 2e pojecie kata wykor
stuje dodatkows strukture. W obrebie czysto liniowej teorii wystepuje tylko réznica
miedzy ,zerowym” a ,niezerowym” katem. o

Teraz zbadamy jeden szezegdlny, ale bardzo wainy przypadek Wzajemnego po
#enia n-tek podprzestrzeni.

7. Definicja. Przestrzet L nazywamy sumg prostq podprzestrzem Ly, ..oy
jesli kazdy wektor [ € L mozna jednoznacznie wyrazié w postaci 5: l;, gdzie l; €

Jedli warunek definicji jest spelniony, to piszemy L = I, @ @ L, lub L

GB L;. W szczegdlnodci, jedli {e1,...,e.} jest baza L, a [; = Ke; jest pow}ok'
=1 .

liniows wektora e, to L = EB L;. Oczywiscie, jesh L = @ L;, to takie L = i

gl =1

ale ten drugi warunek jest stabszy.

8. Twierdzenie. Jesli Ly,...,L, C L sq podprzestrzeniami L, to L = ETéL
gl
wtedy i tylko wiedy, gdy spetniony jest ktdrykolwiek z nastgpujqcych (réwnowaznych)

warunkdw:
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= {0} dla kazdego 1 < j < m;

= dim L (tu zekladamy, 7e L jest skoriczenie

1), i na odwrdt. Przyjmujac teraz, ze 1stn1e;e

f: l’ to takze 0 = ):(l

rzedstawwme 0= 2 I;, w ktérym powiedzmy [; # 0, otrzymujemy

i=1

(E L; ), wiec warunek a} nie jest speinzony. Odwracajagc 1o

_staw:ema wektora Zerowego.
esh"@ L, = L, to z pewnoécig

: in—L oraz ZdlmL > dimZ,

i=1

a,'baz L generuje L, a wiec zawiera baze L. Z twierdzenia p. 3, zastosowa-
Lii E L‘, otrzymujemy

2 '_':-.- dim L; N (Z L5> +dimL =dimL; + dim(z L;).
i i)

wykazanej czescl twierdzenia wynika, Ze przecigcie po lewej stronie jest ze-
/ymiarowe. Ponadto, jesli suma wszystkich przestrzeni L; jest prosta, to takze
iszystkich przestrzeni poza L; jest prosta, a wiec dzigki indukcji mozemy

dim(z L) =Y dimL,

i#] i#]

Z dimL; = dim L.

otme Jesh Zdsz = dim L, to suma baz wszystkich L; sklada si¢ z dxmL
ntpw a ze generuje L na mocy pierwszej czesci wa,runku wiec jest baza L.

em z istnienia nietrywialnego przedstawienia zera 0 = ): li, I € Li, wynika-
=1
by iStﬂienle znikajace] kombinacji liniowej elementdw tej bazy z nietrywialnymi

spo!czynmka,ml co jest niemozliwe.
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-
Rozpatrzymy teraz zwiszek miedzy rozkladami na sumg prosts a szczegolnym
operatorami liniowymi -— projektorami.

9. Definicja. Operator liniowy p: L — L nazywamy prejektorem (opemto_r_e l
rzutowania), jesli p* = pop=p.

Z rozkladem na sume prosta L = @ L; zwiazany jest w naturalny sposob uki

n projektordw okreslonych nast@pu]qco dla. dowolnych I; € L;
i (Z lj) = [;
FEDS

Poniewaz dowolny element ! € L mozna zapisaé¢ jednoznacznie w postaci su
f: I, I; € L;, odwzorowania p; sg okreslone poprawnie. Ich liniowosé i wlasn":
i&;mpotentnoéci p* = p wynikaja wprost z okredlenia. Oczywiécie L; = Im p;.
Co wiecej, jedli 7 # j, to pip; = 0, gdyz wektor [; mozna zapisa¢ w' post
mjijl U, gdzie I = 0 dlai # j, [[ = .

o 72 n

Wreszcie, f: p; = id, poniewaz (E p,-)(}: lj) =3 L, jeslil; € L;.
i=1 ] j=1 Ja=1

Takze odwrotnie, taki ukiad projektoréw wyznacza rozklad przestrzeni na sui

prosta,.

10. Twierdzenie. Niech Piy e s Pnt b — L bedzie skoriczonym zbiorern pr‘oj'
tordw spelniajqeych warunki: :

Y opi=id, pip;=0diai#j.

=1

Wtedy, oznaczajqc L; = Imp;, mamy L = é L.

i=1
Dowdd. Stosujac operator id = }': p; do dowolnego wektora | € L, otrzyma
1)

[ o= Z pill), gdzie pi(I) € L;. Dlatego L == E L;. Dla wykazania, ze ta suma
=1

i=1

jest prosta, zastosujemy kryterium a) twierdzenia z p. 8. Niech { € L; N ( b L,-).
i3]
okreslenia podprzestrzeni L; jako Im p; wynika istnienie takich wektoréw [y, ..., L.,

[=p{l; ZP»: =

i#f

Za,stosmmy do tej réwnosci operator p;. Korzystajac z tego, ze p? = p;, pip; = 0 dla

J # 4, otrzymujemy
iy =2 _pipi(l) =0
i)
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0 i’ dowdd zakoniczony.
: -rzestrzeme dopelniajgce. Jedli L jest przestrzenia skoficzonego wymiaru,
a,dowoinej podprzestrzeni Ly C L mo#na dobraé taks podprzestrzen L, C L, ze
La; poza trywialnymi przypadkami Ly = {0} lub L; = L ten wybdr nie jest
oznaczny. W istocie, wyb:era;qc baze {e1,...,em} w Ly i dowolnie uzupelniajac
22§ {61’ yems ety osen W Ly mozemy przyjaé jako Ly powloke liniowa,

biortt {ems1s-<-16n}-

2. "_Zewnetrzne sumy proste. Do tej pory zajmowalidémy sie przypadkiem
nej rodziny podprzestrzem Ly,..., L, zawartych w jednej i tej same] przestrzeni
Zalésmy teraz, ze Ly, ..., Ln s przestrzemamz liniowymi, nie zakladajac tego, Ze
szystkie zawarte we wspoinej przestrzeni. Okreslimy teraz ich zewnglrzng sumg

g L w nastepujacy sposob

) L jest zbiorem Ly % ... X Ly, tzn. elementami L s ciagi (4,...,1.), gdzie

b) Ijé&éﬁvénie i mnozenie przez skalary wykonywane jest na skladowych:
(e L)+ By s (L + 8y L+ 1),
a‘(h" ﬂ) = (alh sal'n)

N;etrudno sprawdzxc ze L spelma aksjomaty przestrzeni liniowej. Odwzorowanie
--> L, filhy =(0,...,0,4,0,. G) (! nai- tym m1egscu) jest hmowym wlozeniem

:strzeni Lii M odpow:edn;o zauwazamy, ze macierz f sklada sie ze stojacych na
: dlagonah blokéw — macierzy odwzorowan f;, a pozostale jej miejsca wypeimone 88,
: zeram:

- 1.4. Orientacja rzeczywistych przestrzeni liniowych. Niech L bedzie skos-
- czenie wymiarows, przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych. Dowolne dwie
.___uporzasdkowane bazy {e;} i {e!} przestrzeni L sa w niej jednakowo polozone w tym
- Sensie, Ze istnieje jedyny izomorfizm liniowy f:L — L przeprowadzajacy e; w el

. .Rozwa.zrny Jjednakze bardziej subtelne zagadnienie: kiedy mozna przeprowadzié ba,zQ
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{e;} na baze {e} za pomoca cigglego przemieszczenia, inaczej deformacyi? Pod
okresleniem rozumiemy taka rodzine izomorfizmdéw hmowych fooL - L, zalez
sposéb ciagly od parametru t € [0, 1], Ze fo = id, fi{e;) = el dla kazdego i, &
zaleznodé rodziny od ¢ oznacza po prostu ciagla zaleznosé elementow ma,c:erzy
jakiejkolwiek ustalonej bazie. Oczyw:sfsy warunek konieczny wynika z nastepy
obserwacji; poniewaz przy zmianie ¢ wyznacznik f; zmienia si¢ w sposdb ci;
nie przechodzi przez zero, znak det f; powinien by¢ réwny znakowi det f, -
det f, > 0. '
Zachodzi réwniez stwierdzenie odwrotne: jesli macierz przejécia 2z bazy {e
bazy {e}} ma dodatni wyznacznik, lo za pomocq cigglego przemzeszczema
przeprowadzic {e;} na {ei}. g
Ten fakt mo#na oczywiicie sformutowad i w taki sposéb: dowolng maciers r»
wistq o wyznaczniku dodatnim moina polgcryé z macierzq jednosthowq krzywe ¢
sktadajqeq sig 2 macierzy nieosobliwych (2bidr nicosobliwych macierzy rzeczywi
o dodatnim wyznaczniky jest spdjny). Aby przejsc od sformulowania uzywajaceg,
do sformutowania uzywajacego macierzy, wystarczy zamiast pary baz {e;},{ f
rogwazal macierz przejécia z pierwszej do drugiej bazy.
Dowdd tego twierdzenia przedstawimy w kilku posrednich etapach.
a) Niech A= By .- B, przy czym A, B; sq macierzami o dodatnich wyzna
kach. Jesli kazdq 2 macierzy B; mozna polqczyé z E krzywq ciqglq, to mozna 't
zr0bié z macierzg A.
Rzeczywiscie, niech B;(t) oznaczaja takie krzywe ciagle w przestrzeni mac
nieosobliwych, ze B;(0) = B;, Bj(1) = E. Wtedy krzywa A(t) = By(t) - -
faczy Az E.
b) Jesli A mozna polgczyé kraywq ciqglq z B, a B z E, to moina w ten sp
polgczyé A 2 E.
Rzeczywidcie, jesli A(t) jest taka krzywa, ze A(0) = A4, A(1) = B, a B(t)-_.t_'
ze B(0) = B, B(l) = E, to krzywa

+ o 4 A2, gdy 0 <t <1/2,
\B(2t~1), gdyl/25t<1,

laczy A z E. Chwyt polegajqcy na zinianie skali i poczatku parametr yzacji, Wpr
wadzony zostal dlatego, ze umdwilismy sie pa.rametryzowa,c krzywe macierzov
bami ¢ € [0,1]. Oczywidcie moglibyémy uzywaé dowolnych poérednich odeir
parametryzacji, przeprowadzaé kolejno wszystkie potrzebne deformacje i dopier
kodicu zmienié skale. Dlatego w dalszym ciagu nie bedziemy zwracad uwagi o
cinki paramétryzacji. B

¢) Dowolng nieosobliwg macierz kwadratowg A mozna przedstawié w postac
czynu skoitczonej liczby macierzy elementarnych, nastepujgeych, opisanych nize
pow: Foy, Fou{X), F(X), A € R. Oznaczajgc przez Ey macierz, w ktdrej jed
wystepuje na miejscu (s,1) i zera na pozostatych miejscach, wymienione pouwy
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redlone wzorami

Fs.t =FE-~-E,—~Ey+E,+ Ets§
Fo(A) = E+AEw; - F(A)=E+4+(A-1)E,.

sostal wyka,za.ny we Wstepie do algebry, rozdz. 2, § 4, wniosek z twierdzenia

my. teraz , 2e macierz A jest przedstawiona w postaci iloczynu macierzy
rnych Zakladajac, ze jej wyznacznik jest dodatni, pokazemny, postugujac
ltatami a) i b}, jak polaczy¢ ja z E za pomoca pewnej liczby nastepujgcych
e deformacji.

dev 'szystklm, det Fy{A) = 1 dla kazdego A F, 2(0) = E. Zatem, zmieniajac
yych czynnikach parametr A od wartodci poczatkowej do zera, moZemy
ac: wszystkze te czynniki do F, a wiec mozemy przyjac, Ze od samego
ytku:te czynmk] nie wystepowaly.

jerze Fy{)} sa diagonalne — na miejscu (s,s) jest A, a na pozostalych je-
Zmieniajmy A od wartosci poczatkowej do +1 albo do —1, odpowiednio do
poczatkowe]j wartosci A. Rezultatem tej deformacji bedzie albo macierz jed-
wa; albo macierz odwzorowania liniowego, ktére zamienia jeden z wektoréw
zeciwny, nie zmieniajac Zadnego z pozostalych.

etap deformacji macierzy A daje w wyniku macierz zlozenia dwdch odwzo-
edno jest przestawieniem wektoréw bazy (F,: zamienia miejscami s-ty i
vektor), drugie zamienia znaki czedci wektordw (zlozenie Fio(+1) i Fy(—1)).

Ina permutacje mozna rozlozyé w iloczyn transpozycji. Macierz ( 1 é
i ik : -.-. ¢ . ’ - b 0
ranspozycji wektordw bazy plaszczyzny mozna polaczyé z macierza 01

cost sint
: ( sint cost
tniej macierzy na miejscach (s, s), (s,1), (¢, ), (¢,1), otrzymamy odpowiednia
eformacje znoszaca czynniki Fi,.
nstrikeje opisane dotychczas doprowadzily macierz A do postaci diagonalnej
lementami 11 na diagonali, przy tym liczba minus jedynek jest parzysta, gdyz

, gdzie w/2 > t > 0. Jest jasne, Ze rozmieszczajgc elementy

znik jést dodatni. Macierz ( _(1) _2 ) mozna polaczyé z é krzywa
sint

- cost

ne deformacje dla wszystkich tych par, zakoficzymy dowdd.

Wrocmy teraz do omawiania orientacji.

P lemy, Ze bazy {e;}, {e!} sa jednakowo zorientowane, jeli wyznacznik ma-

2y przejicia od jednej do drugiej bazy jest dodatni. Jest jasne, ze zbidr upo-

k wanych baz przestrzeni L rozpada si¢ dokladnie na dwie klasy zawierajace

,gdzie® = t > 0. Zbierajgc wszystkie ~1 w pary i przeprowadzajac



48 Czedé 1. Przestrzenie liniowe | odwzorowania liniowe

jednakowo zorientowane bazy, podczas gdy bazy nalezace do réznych klas sac ZOr
towane przeciwnie.

Wybdr jednej z tych klas nazywamy orientacjg przesirzeni L.

Orientacja jednowymiarowe]j przestrzeni odpowiada wybraniu w niej ,dodatn;
kierunku” lub pdlproste] Rie = {ae | a > 0}, gdzie przez e oznaczamy dow
wektor okreélajacy orientacje. -

Wybdr orientacji w dwuwymiarowej przestrzeni, okredlony przez dokonani
boru bazy {ei, €2}, mozna wyobrazaé sobie jako wyznaczenie ,kierunku dodatn;
obrotu” plaszezyzny — od e, do ea. Jest to intuicyjnie zgodne z tym, ze baza {e;]

zadaje przeciwna orientacje (wyznacznik macierzy przejscia {1} (1} ) jest réwnj:

i przeciwny kierunek obrotu.

W ogdlnym przypadku przejécie od bazy {e;} do bazy {e!} skladajacej sie z ty¢
samych wektoréw, ale inaczej uporzadkowanych, zachowuje orientacie, jesli permmi
cja wektoréw jest parzysta, 1 zmienia ja, jesli permutacja ta jest nieparzysta. Zrm
znaku u jednego z wektorow bazy zamienia orientacje na przeciwna.

W fizyczne) tréjwymiarowej przestrzeni wybdr konkretnej orientacji mozna, zy
zad z pewng, osobliwoscig naszej ludzkiej fizjologii - asymetria lewej i prawej stre
Lewa strona to ta, gdzie u przewazajacej wiekszoéci ludzi znajduje sig serce. Wie
wskazujacy i érodkowy palec lewej reki, zagiete w kierunku od dloni i ustawion
liniowo niezaleznym potozeniu przedstawiajg uporzadkowana baze zadajacy orie
cje (pregula lewe] dloni”). Pytanie o to, czy istnieja czysto fizyczne procesy pozwa
lajace wybraé orientacje przestrzeni, tj. procesy ,nie inwariantne wzgledem odb
zwierciadlanego”, znalazlo pozytywna odpowiedZ dopiero okolo dwudziestu lat te
dzigki eksperymentowi, ktdry ku ogdlnemu zaskoczeniu wykazal niezachowanie:p
rzystosci w slabych oddzialywaniach.

Cwiczenia

1. Niech (Ly, L, L3) bedzie uporzadkowans tréjka parami réznych plaszezyz
K3, Wykazaé,ze istnieja dwa typy wzajemnego polozenia takich tréjek charakt
zujace sie tym, ze dim{L; N Ly 1 L3) = 0 lub 1. Ktéry 2z tych typdw nalezy uwal
za ogolny?

2. Wykazad, ze tréjki parami rdznych prostych w K3 sg wszystkie 3ednak
polozone, a dla czworek stwierdzenie to nie ma miejsca.

3. Niech L; ¢ Ly € -+ C L, bedzie ﬂagad w skonczenie wymiarowe] praestrz
L, mi = dim L;. Wykazad, 2e jesli L C L}, C--+ C L! jest inna flaga, m; = dim
to auwtomorfizm L przeprowadzamcy jedna ﬁag@ na drugg istnieje wtedy i tyik
wtedy, gdy m; = m} dla wszystkich z.

4. To samo zaga,cinleme dla rozkladu na sume prosta.

5. Wykazad fakty podane w piatym akapicie p. 6.

6. Niech p: L — L bedzie projektorem. Wykazaé, ze [ = Kerp@ Imp.
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dzié stad, ze dowolny projektor w odpowiedniej bazie L ma przedsta-

E. 10
00 )
iech L bedzie N-wymiarows przestrzenia nad cialem skorczonym o ¢ ele-
.
2) Obliczy¢ liczbe k-wymiarowych podprzestrzeni w L, 1 < & < n.
‘Obliczyé liczbe par podprzestrzeni Ly, L, C L o danych wymiarach Ly, Ly i

f,z"-.”S'pra.wdzié, 3e wirdd wszystkich par o zadanych dim L, i dim L,, wzgledna
bd}ﬁYch par, ktére znajduja si¢ w poloZeniu ogblnym, dazy do 1 przy ¢ — co.

rowa
imacierzowe postaci

§ 6. Przestrzenie ilorazowe

Niéch L bedzie przestrzenia liniowa, M C L — jej podprzestrzenia liniowa i
Przy rozmaitych okazjach bedziemy miec do czynienia ze zbiorami

I+ M={l+m|me M}

eé_ﬂnif;é” podprzestrzeni linlowe] M o wektor [. Wkrotce przekonamy sie, ze takie
rzesuniecia nie sg na ogol podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni L; nazywaja sie
odrozmaitosciami liniowymi. Zaczniemy od wykazania nastepujacego lematu.

. Lemat. I} -+ My = l; + M, wtedy ¢ tylko witedy, gdy My = M, = M oraz
by € M. Inaczej mowiqe, kaida podrozmaitosc liniowa wyznacza jednoznacznie

przestrzen linlowq, ktdrej jest przesumigciem, natomiast wektor przesunigcia
ylko z doktadnoscig do elementu z tej podprzestrzend.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze Iy — I, € M i oznacamy [} — I = my. Mamy

!1%M={11+m|m€M}, IQ%M={11+m“m0!m€M}

iedy m przebiega wszystkie wektory z przestrzeni M, wtedy takie m—myg przebiega
wszystkie wektory z M. Dlatego I; + M = I+ M. Odwrotnie, niech [; + M = I+ M.
' 'Z_'n_a_c'zmy mg = Iy-ly. Z definicji wynika, ze mo+M; = My, a poniewaz 0 € M,, wice
us1 byé me € My. Zatem my + M; = My na podstawie argumentu z poprzedniego
apitu i w koficu M; = M, = M, co kofczy dowdd.

Definicja. Przestrzeniq ilorazowg L/M przestrzeni liniowej L przez pod-
zestrzen M nazywamy zbidr wszystkich podrozmaitosci liniowych w L, ktére sa
zesunigciami podprazestrzeni M, wyposazony w nastepujace operacje:

A (A MY+ (L + M) = (L +0)+ M,
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b) a{ly + M) = aly + M dla dowolnych l;, b € L, e € K.
Te operacje sa okreslone poprawnie i zadajg na L/M strukture przestrzeni
kiorowej nad cialem K.

4. Sprawdzenie poprawnoéci definicji. Sklada si¢ ono z nastepujacych
kdw: :
)Jeéii ll-{—M—-l’ +Mil2+M~l’ —;—M to l;+12»$~Mml’ + 1, +M‘

na mocy tegoz lematu
L+l +M=U+0)+(mi+m))+ M=04+1+ M,

poniewaz my + my € M.

b) Jesli I + M = I} + M, to aly + M = al{ + M. Rzeczywiicie, oznac:
ponownie I; — [ = m € M, mamy al; — al{ = am € M, i teraz zastosowanie lema
p. 2 daje oczekiwany wymk E

W ten sposéb pokazalidmy, Ze dodawanie i mnozenie przez skalary z K
istocie dobrze okredlone. Pozostaja do sprawdzenia aksjomaty przestrzeni wek
wej, ale sa one bezposrednia konsekwencjg spelnienia odpowiednich wzoréw
Na przykiad, jedna z formul rozdzielnosci wykazemy w nastepujacy sposéb:-

alllh+ M)+ L+ M) =a((h+D)+M)=alli+h)+ M=
= aly + a4+ M = (aly + M) + (aly + M) = a{l; + M) + a(l +M)i

Wykorzystalidmy tu kolejno: okredlenie dodawania w L/M, okredlenie mnozen
przez skalary w L/M, rozdzielnoé¢ w L 1 znowu okreslenie dodawania i mnoze)
przez skalary w L/ M. '

5. Uwagi. a) Z definicji wynika, ze grupa addytywna L/M jest. identycéh‘al
grupa ilorazows, grupy addytywnej przestrzeni L przez podgrupe M. W szczeg
sci, podrozmaitos¢ M jest zerem dla L/M.

b) Istnieje odwzorowanie kanoniczne f: L — L/M: f(I} =1+ M. Jest ono
jektywne, a jego warstwami, tj. przeciwobrazami elementdéw, sa dokladnie podr
zmaitosci odpowiadajace tym elementomn. Istotnie, na mocy lematu p.2 '

Fll+M)={lclll+M=L+M}={eclll-lheM}=0L+M"

Zauwazmy, e przy pierwszym pojawieniu si¢ w tym ciagu réwnoéci [ + M.}
traktowany jako element zbioru L/M, natomiast w pozostalych przypadkach:j
podzbidr L. '

Z punktu 4 wynika, Ze f jest odwzorowaniem liniowym, a lemat p. 2 pokast
ze Ker f = M, bowiem Iy + M = M wtedy 1 tylko wtedy, gdy Iy € M. s

6. Wniosek. Jesli L ma wymiar skoriczony, to dim L/M =dim L — dim M
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owéd. Zastosowal twierdzenie § 3, p. 12, do skonstruowanego wyzej odwzo-
L LM,
atematyce w wielu wainych problemach mamy do czynienia z sytuacja, w
ssestrzenie M C L sa nieskoriczenie wymiarowe, a przestrzen ilorazowa L/M
konczony wymiar. W takim praypadku nie mozna postuzyé sie wnioskiem p. 6 i
d’y: obliczenie dim L/M jest na ogdl zadaniem nietrywialnym. W ogélnosci liczbe
/M nazywamy kowymiarem podprzestrzeni M w L i oznaczamy codim M lub
M.
‘Rozwazmy zagadnienie, kiedy dla danjch dwéch odwzorowan f: L — M i
N istnieje takie odwzorowanie h: M — N, ze g = hf. W jezyku diagramoéw
oina je sformulowaé nastepujaco: kiedy mozna wiozyé diagram

MVL\QN

D

ijad_t:_ przemienny
L
7N
h
M e N

§ 13 o diagramach przemiennych). W przypadku odwzorowan liniowych odpo-
edz daje nastepujacy rezultat.

Stwierdzenie. Na to, aby takie odwzorowanie h istnialo, potrzeba i wystarcza,
aby Ker f C Kerg; jesli ten warunek jest speiniony ¢ InF = M, to h jest jedyne.

Yow 6d. Jesli odwzorowanie 4 istnieje, to z ¢ = hf wynika, ze g({) = Af(I) = 0,
ko f(1) = 0. Dlatego Ker f C Kerg. '

Jdwrotnie, niech Ker f C Kerg. Najpierw okreslimy odwzorowanie k na pod-
rzestrzeni Im f C M, a tu jedyng mozliwoscia jest zadanie b wzorem h(m) = g{l),
gdzie [ jest tak wybrane, 2e m = f({). Teraz nalezy sprawdzié, ze odwzorowanie A
__ _._'_d'f)brze okredlone i jest liniowe na podprzestrzeni Im f. To pierwsze wynika z
ktu, 2e jesli m = f(li) = f(I), to h — I € Ker f C Keryg, skad g(l,) = g(ls). To
drugie wynika automatycznie z liniowosci fiyg.

- leraz wystarczy przedluiy odwzorowanie h z podprzestrzeni Im f C M na calg
_F?Z?_strzer’a, np. w taki sposéb: wybierzmy baze Im f, uzupelnijmy jg do bazy w
__."_1'.na dolaczonych w ten sposéb wektorach bazy przestrzeni M jako wartoéé h
Przyjmijmy zero. '
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9. Niech g: L —» M bedzie odwzorowaniem liniowym. Poprzednio zostaly »
niowane jadro i obraz g, a teraz uzupelnimy tamte okreélenia, definivjac

‘koo_brla,z g: Coimg = L[/ Kerg,
kojadro g : Cokerg = M/Img.

Istnieje ciag odwzorowan liniowych ,rozkladajacych ¢ na czynniki”
Kerg — [ -5 Coimg — Img = M I Coker g,

gdzie poza h wszystkie odwzorowania sa kanonicznymi wiozeniami lub rzuto
niami, a h jest jedynym takim odwzorowaniem, dla ktdrego poniZszy diagrarm:

przemienny
L
7\
h

Coimg —Imy.

Odwzorowanie / jest wyznaczone jednoznacznie, gdyz Ker ¢ = Ker g, a ponadto:
ono izomorfizmem, bowiem odwzorowanie odwrotne istnieje i tez jest jednoznac
wyznaczone. '

Sens laczenia tych przestrzeni w pary (z przedrosthem sko” 1 bez niego) wyja
teoria dwoistosci (por. nastepny paragraf i ¢wiczenie 1 po nim).

10. Skoriczenie wymiarowa alternatywa Fredholma. Niech g: [ —
bedzie odwzorowaniern liniowym. Liczbe

ind g = dim Coker g — dimKer g

nazywa sie indeksem operatora g. Z poprzedniego punktu wynika, e jesli L i M
skoficzenie wymiarowe, to indeks g zalezy tylko od L i M:

indg = {dimM —dimImg) — (dimL — dimImyg) = dim M — dim L.

W szczegdlnoéei, jeéli dim M = dim L, np. gdy ¢ jest liniowym operatorem na [
ind g = 0 dla dowolnego ¢. Stad wynika tak zwana alternatywa Fredholma:
albo réwnanie g(z) = y jest rozwigzalne dla wszystkich y i wéwezas réwiia
g(z) = 0 ma tylko rozwiazanie zerowe, :
albo réwnanie to jest rozwiazalne nie dla wszystkich y i wiedy jednorodner r
nanie g(«) = 0 ma niezerowe rozwiazania.
Dokladniej, jesli indg = 0, to wymiar przestrzeni rozwigzan réwnania jé:d
rodnego jest réwny kowymiarowi przestrzent prawych strom, przy ktérych rdwna
niejednorodne jest rozwigzalne. :
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L4 - *
Cwiczenla

Nxech M, N C L. Wykazac, ze nastepujace odwzorowanie jest izomorfizmem

(M +N)/N - M[MON :m+n+N—>m+MnN.
N;ech L =M@ N. Wtedy odwzorowanie kanoniczne
.. M—LIN:m—m+N

.ot izomorfizmern.

§ 7. Dwoistoéé

| W paragrafie 1 okredlilismy dla dowolne]j przestrzeni liniowej L przestrzes
ﬁ( L, K) sprzezong z nia, a w § 3 przy zalozeniu dimL < oo wykazaliémy
: L"ff— dim L oraz podalismy konstrukcje kanonicznego izomorfizmu gp: L ~ L™,

é] TOZSZEIZY Y opis te] dwolstoscl, wlaczajac do naszych rozwaan odwzorowania
niowe; ‘podprzestrzenie 1 przestrzenie ilorazowe. :
Teoria dwoistosci otrzymala swa nazwe dzigki temu, e poswiecona jest badaniu
wla oéci ,dwustronnej symetrii” przestrzeni liniowych, niezbyt latwych do przed-

tawienia w sposéb obrazowy, choé zupetnie fundamentalaych, Wspomniray tu tylko,

_z_e_.cha,rakterystyczny dla mechaniki kwantowej dualizm ,fala — czastka” wyraza sie
rdekwatnie wiadnie w jezyku dwoistosci liniowej nieskosiczenie wymiarowych prze-
rzeni liniowych, a dokladniej polaczenia liniowej i grupowej dwoistosci w metodach
nalizy fourierowskiej.

Wy'godni_e nam bedzie Sledzi¢ te symetrie, zmieniajac nieco oznaczenia w pordéw-
aniu z tymi, ktdre byly wprowadzone paragrafach 11 3.

2. Symetria pomiedzy L i L*. Niechl € L, f € L*. Dla podkredlenia analogii
1loczynu skalarnego bedziemy pisaé (f, [} zamiast f({), choé wektory nalezq do
wyehi przestrzeni! W ten sposéb okredlamy odwzorowanie L* x I — K, ktére jest
ve wzgledem kazdego z argumentdéw przy ustalonym drugim:

(f1+f21 I)m(fhl)ft"(f% 1), (afy, h=a(fi, 1),
(fiitby=(f, L)+ (f h),  (f, eh)}=al(f, h).

Z.W'Ogdlnoéci odwzorowanie Lx M - K z takimi wlasnodciami nazywa sie odwzoro-
waniem dwuliniowym, a takze dwoistodeiq przestrzeni I i M. Wprowadzona wlasnie

-'.d‘_Noastosc pomigdzy L a L* nazywa sie kanoniczng {zob. oméwienie tego terminu w



54 Czesdé 1. Przestrzenie liniowe i odwzorowania liniowe

Rozwazane w § 3, p. 10 odwzorowanie £p: L —» L™ mozna, jak to wynika bezp
$rednio 2 okreélenia, okreélié¢ wzorem

(EL("’)! f) = (J[s !)!

gdzie po lewej stronie wystgpuje symbol dwoistosci pomigdzy L™ a L*, a po pr.
— miedzy L* a L. Jedli dim L < oo, a wigc gdy €7 jest izomorfizmem 1 za jego
$rednictwem mozemy utozsami¢ L** z L, to wzdr ten mozna zapisa¢ w symetryi
formie (I, f) = (f, ). Innymi slowy, mozemy réwniez uwazaé, ze L jest preestrse
dwoistq do L*. g

3. Symetria miedzy bazami dwoistymi. Niech {e;,...,e,} bedzie baza;
{e},...,e"} — baza dwoista w [*. Zgodnie z definicja § 3, p. 9 jest ona okre§

wzorami
_ [0 dlad # k,
11 dlai=*k.

Wynikajaca z konwencji prayjetej w poprzedzajacym punkcie symetria (ef ¢
(ex, €') oznacza, ze baza {e} jest baza dwoisty do bazy {e'}, gdy traktujemy L
przestrzen funkcjonaléw liniowych na L*. W ten sposéb {e'} i {ex} tworza par
dwoistych, a nadto relacja dwoistosci pomiedzy bazami jest symetryczna -

(ei, ek) = 5,;;

Zapiszmy wektor [* € L* w post;a,cx kombinacji liniowej 2 biet, a wektor | €

postaci E a;e;. Wtedy
i=1

n n bl
(0= 3 aibiled, ) = Y aibi = (ar,.yan) | ¢ | = (@Y=
) 7,75=1 i=1 b‘n
a1
=(E9d = (by,....0.) | v [ =(L1)
Gy

gdzie &, E;oznaczaujac wektory-kolumny odpowiednich wspotrzednych. Ten wzor
w istocie analogiczny do wzoru wyrazajacego iloczyn skalarny dwéch wektordw
przestrzeni euklidesowej, jednakze tutaj wiaze ze soba, wektory z réznych przestize

4. Odwzorowanie sprzezone lub dwoiste. Niech f: L — M bedzie odwzo
rowaniem liniowym przestrzeni liniowych. Pokazemy teraz, Ze istnieje Jedoznacz:
wyznaczone odwzorowanie liniowe f*: M™* — L*, kidre spelma warunek

(f1(m*), 1) = (m”, f(1))

dia wszystkich wektordw m* € M*, l e L. _
a) Jednoznacznodé f*. Nich fr, fr beda dwoma takimi odwzorowaniami. W
(frtm=), 1) = (m~, f() = (fr(m"), I} dla wszystkich m* € M=, [ € L, a Wi
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= (. Ustalajac w tej rownosci m* i traktujac [ jako zmienna,
zlm}’, ze ( f1 f2)(m*) € L* jest funkcjonalem liniowym na I réwnym zeru w
dym punkcze a wiec jest zerem. Dlatego f; = f3. . .
b Istnienie f*. Ustalmy m* € M i rogwazmy wyrazenie (m*, f(I)) jako funkcje
- “Na mocy liniowosci f i dwuliniowodci (-, -) jest to funkcja liniowa, 2 wiec nalezy
Oznaczajac ja przez f*(m*) i wykorzystujac liniowosé (m*, f(I)) wzgledem
trz'ymusemy

Fr(my +my) = f{(mi) + f1(m3),  fT(am”) = af"(m7),

QWOle, ze f* jest odwzorowaniem hmowym

Niech w L i M beda wybrane bazy, a w L* i M* bazy do nich dwoiste i niech
cierz A wyraza w tych bazach odwzorowanie f. Pokazemy, ze w bazach dwoistych
cieraa f* jest macierz transponowana At Istotnie, niech B bedzie macierza f*.
eili 2 godme z notacja p. 3 oznaczy¢ wektory-kolumny wspélrzednych wektoréw m*,
&, b, to

(m F(1) =a¥(Ab),
£(m*), )= (Ba)'t = (a*BYY.

nosci mnozenia macierzy i jednoznacznosci f* wynika, 2e A = B, tj. B = A'.
odstawowe wiasnoéci konstrukcji odwzorowania sprzezonego z danym zostaly
rafie w ponizszym twierdzeniu.

5. Twierdzenie. a} (f + ¢)* = f* + ¢%;
) (afy=af* tutej f, g: L — M oraza € K,
)(fg, =gt iutﬂjL-——%M N;
d) id"=id, 0 =10
e) Vjesla utoisamid L™ z L { M*™ z M za pomocq kanonicznych izomorfizmoéw, to
vezas mozna takze utoisamid f**: LY — M** z f: L — M.

Dowod Przyjmujac, 2e L i M sa skonczenie wymiarowe, najprodciej bedzie
prawdzié te wlasnodci, uzywajac przedstawienia f 1 ¢ za pomoca macierzy w bazach
__1__s__tych i korzystajac po drodze z prosiych wlasnosci operacji transponowania
cierzy:

_a-_g.u bB)t = aA'+ bB!, (AB)' = B'A!, E'=FE, 0'=0, (A=A
Zhiienniczy dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.

8. Dwoxstosc pomiedzy podprzestrzeniami w L i L*. Niech M C L bedzie
od.przestrzemag liniowa. Bedziemy oznaczal przez M* C L i nazywad ortogonalnym
op fmemem do M zbidr funkcjonaléw zerujacych sie na M. Innymi siowy,

m* e Mt <= (m*,m) =0 dlakazdego m € M.
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Latwo zobaczyé, ze M* jest podprzestrzeni liniowa, Ponizej zestawiamy naj
niejsze wilasnodci tej konstrukeji (przy zaloeniu, ze I ma wymiar skoficzony)..
a) Istnieje izomorfizm kanoniczny L*/M* — M*. Konstrukcja przebiega n .
pujaco: przyporzadkowujemy podrozmaitosci I* + M* obciecie funkcjonalu [* do Mw\%
zauwazajac przy tym, ze nie zalezy ono od wyboru I*, gdyz obciecia do M funkq
naléw nalezacych do M* znikaja. Liniowo$é tego przyporzadkowania jest oczywist
a surjektywnoéé wynika stad, ze kaidy funkcjonal liniowy na M moina przediuz
do funkcjonatu na L. o
W istocie, niech {ej,...,en} bedzie baza w M, a {e1,...,em,emi1,...,a}
j&j uzupelnieinern do bazy L. Funkcjonal f okredlony na M i wyznaczony zad
niem wartosci f{ey),...,f{em) na wektorach bazy mozna przedluzyé na przestrz
L, przyjmujac, na przyklad, flems:) =+ = f(e,) = 0.
Na koniec, skonstruowane odwzozowame jest injektywne. Rzeczywiicie, ma, o
zerowe jadro: Jesh obcigcie I* do M jest zerem, to I" € M*, wiec "+ M1 = Ml'j'e
zerem przestrzeni L*/M*. :
b) dim M + dim M+ = dim L. Ta réwnosé wynika z poprzedniego stherdzen
wniosku § 6, p. 6 1 rdwnosci dim L* = dim L, dimm M* = dim M.
c) Przy kanonicznym utozsamieniu L™ z L przestrzert (M*)* mosina utoisam
z praestrzenig M.
Rzeczyw&sme, poniewaz {m*,m) = 0 dla wszystkich m* i ustalonego m € M Wi
oczywiscie M C (M1)+. Ale ponadto, na mocy poprzedniej whasnosci zastosowa.n
dwukrotnie

dim{ MH)* = dim L — dim M* = dim M.

A to wlasnie oznacza, ze M = (M*)*,
d) (M1 + Mg}i = Mf' n Mgi, (Ml N Mg)‘j“ e M}‘L + M;,J'
Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Cwiczenia

1. Niech z odwzorowaniem liniowym g: I — M skoiczenie wymiarowych prz
strzeni bedzie zwigzany clag odwzorowan skonstruowany w § 6 p.8, Skonstruow
izomorfizmy kanoniczne Kerg® — Cokerg, Coimg* — Imyg, Img* — Coim
Coker g* — Kerg. '

2. Wyprowadzié stad tzw. ,trzecie twierdzenie Fredholma”: na to aby réwnan

g{z) = y mialo rozwiazanie (wzgledem z przy danym y), potrzeba i wystarcza, by

y byl ortogonalny do jadra odwzorowania sprzezonego ¢g*: M* —» L*.
f

3. Ciag przestrzeni liniowych i odwzorowasn L = M ~%+ N nazywamy dokfﬂ!
nym na miejscu M, ;esh Im f = Kerg. Sprawdzié nastepujace fakty:
a) Clag 0 — L oM jest dokladny na miejscu L wiedy 1 tylko wtedy, gd}'

jest injekcja.
b) Ciag M LN —0 jest dokladny na miejscu N wtedy i tylko wtedy, gd}’ 4
jest surjekcia, '
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c).'.Clagg odwzorowan liniowych przestrzeni skofczenie wymiarowych 0 — L -,
9N — 0 jest dokladny (na kazdym miejscu) wtedy i tylko wtedy, gdy jest

.dny cm,g dwoisty 0 - N* 2 M AR L*— 0,

: 4" Przypomuijmy, %e jesli odwzorowanie f: L — M w pewnych bazach ma ma-
17 A to odwzorowanie f* wzgledem baz dwoistych ma macierz A*. Wyprowadzié
i’.acd. se rzad macierzy jest réwny rzedowi macierzy transponowanej, tj. Ze maksy-
a,Ine liczby liniowo niezaleznych wierszy i kolumn sg takie same.

§ 8. Struktura odwzorowania liniowego

1. W tym paragrafie rozpoczniemy rozwazatia, ktérych celem jest podanie moz-
ie przejraystego geometrycznego opisu odwzorowania liniowego f: L — M. Jedli
M nie sa ze soba w zaden sposéb zwigzane, to rozwiazanie tego problemu jest
dzo proste i podajemy je w twierdzeniu p. 2 tego paragrafu. DuZo bardziej intere-
-ula;(;y i réznorodny obraz powstaje, gdy M = L (ten przypadek opisujerny w tym i
tepnym paragrafie), a takze gdy M = L* (w czgéci 2). Problem ten, sformulowany
_ ngyku macierzowym oznacza sprowadzenie macierzy f do mozliwie najprostszej
ostaci poprzez odpowiedni wybdr baz, specjalnie dobranych w zaleznosci od struk-
ury f- W pierwszym przypadku bazy w L i M mozna wybiera niezaleznie od
iebie, natomiast w drugim ograniczamy sie do jednéj bazy L lub tez pary baz w
i’ L* wzajemnie sprzezonych: mniejsza swoboda wyboru wyraza sie w wigkszej
‘réznorodnosci odpowiedzi.

i Uzywajac jezyka § 5, nasze zadanie mozna sformulowaé nieco inaczej. Skonstru-
}my zewnetrzng sume prosta L@ M i wraz z odwzorowaniem f rozwazmy jego
“wykres 'y — zbidr wszystkich wektoréw postaci (I, f{I)) € L@ M. Latwo spraw-
_H_zié, ze I'y jest podprzestrzenia liniows L @ M. Interesowaé nas bedg niezmienniki
.polozenia 'y w L@ M. W przypadku gdy bazy L i M mo#na zadawaé niezaleznie
r_o'd}-siebie, sytuacje opisuje nastepujace twierdzenie.

- 2. Twierdzenie. Niech f: L — M bedzie odwzorowaniem liniowym przestrzend
konczeme wymiarowych. Wowczas prawdziwe sq nastgpujgce fakty:

a) Istniejq takie rozklady na sumy proste [ = Lo@ Ly, M = M, M,, ze
f Kerf Ly, a [ indukuje izomorfizm Ly 2 My.

=+ b} Istniejq takie bazy L i M, Ze macierz f wzgledem tych baz ma postaé {ay),
drie a; = 1 dla 1 <1 < r; ay =0 dla pozostatych i,j.

" ¢) Niech A bedzie macierzq o wymiarach m x n. Wéwczas istniejg takie nieo-
“sobliwe macierze B i C' o wymiarach m x m in x n i taka liczba r < min(m,n),
-ze macierz BAC ma postad opisang w poprzedzajgeym punkeie. Liczba r jest jedno-
- Znaecznie wyznaczona i jest rowna rzgdowi A.

. Dowdéd. a) Przyjmijmy Ly = Ker f, a jako I, obierzmy podprzestrzen dopetnia-
| laca do Lg, co jest zawsze mozliwe na mocy § 5, p. 10. Nastepnie jako M, obierzemy
.'_.Im [ a jako M, jej podprzestrzeri dopelniajaca. Pozostaje nam sprawdzié, ze f wy-
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znacza izomorfizm Ly na M;. Odwzorowanie f: Ly — M, jest injektywne, poniew
przeciecie jadra f, ktérym jest Ly, z podprzestrzenia Ly zawiera tylko wektor zerowy
Jest ono takze surjektywne, gdyz jesli [ == lo + Iy, lp € Lo, L1 € Ly, to f(I} = f(h).

b) Przyjmijmy r = dim L; = dim M; i obierzmy baze {e1,...,€r,€ri1;. 0 €0}
L, tak aby pierwsze r wektoréw tworzylo baze Ly, a nastepne — bazg Lo. Wowez
takze wektory e} = f(e;), 1 < i < r, tworzg baze M = Im f. Te ostatnia uzupehum

do bazy M wektoraml {el ity -» e} Oczywiscie,
. — ! L -
flets o seri€rgyse.sen)={e€],...,e00,,..,0) =
' o ' E 0
2(617"'1er;8r+1!"‘!em)
00

a wiec macierz f w wybranych bazach ma zadana postac.
¢) Dla zadanej macierzy A skonstruujmy odpowiadajace jej odwzorowanie liniow:
f przestrzeni kartezjanskich K™ — K ™, do ktérego zastosujemy wykazana jus czed
b) twierdzenia. W nowych bazach macierz f bedzie miala szukana postaé i bedzi
zwigzana z A wzorem BAC, gdzie B, C oznaczaja odpowiednie macierze prazejécia
por. § 4, p. 8. I wreszcie, r(A) = r(BAC) =1(f) = dimIm f, co koficzy dowéd.
-Rozwazanie operatoréw liniowych zaczniemy od zdefiniowania najprostszej ic
klasy, a mianowicie operatoréw daagonahzawalnych
Whprowadzimy najpierw jedno ogdlne pojecie. Powiemy, ze podprzestrzen Lg C j
jest podprzestrzeniq niezmienniczq wzgledem operatora f: L — L, jeshi f(Ly) C Lg

3. Definicja. Operator liniowy f:L — L nazywamy diagonalizowalnym, Jes
spetniony jest ktérykolwiek z dwdch réwnowaznych warunkdw: .
a) L ma rozklad na sume prosta jednowymiarowych podprzestrzeni niezmienn
czych dla f;
b) istnieje taka baza L, w ktérej macierz operatora f jest diagonaina.
Réwnowazno$é tych warunkéw mozna sprawdszié bez trudu. Jesli w bazie {
macierz operatora f jest diagonalna, to f{e;) = Aie;, co pokazuje, ze jednowymiarow
podprzestrzenie rozpiete przez wektory e; sa niezmiennicze, a L jest ich suma, prost
Odwrotnie, jesli L = @ L; jest takim rozkladem, a e; — dowolnym niezerowy:

?

wektorem z L;, to {e;} jest baza L. o

Operatory diagonalizowalne stanowia najprostsza, ale z wielu wazgleddw najwaz
niejsza klase operatoréw. Na przykiad, zobaczymy wkrétce, ze nad cialem licz
zespolonych dowolny operator mozemy uczynié¢ diagonalizowalnym, ewentualnie nie
znacznie zmieniajac jego macierz, a wiec operatory ,w ogdlnym polozeniu” sg dia
gonalizowalne. Dla wyjaénienia, co moze by¢ przeszkods dla diagonalizowalnosc
operatora, wprowadzimy dwie definicje i udowodnimy jedno twierdzenie.

4. Definicja. a) Podprzestrzeniq wlasng operatora f nazywamy jednowym._z'a
rowq podprzestrzen [y, C L, jesli jest ona niezmiennicza dla f, 4. f(L1) ¢ It
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zeh tak jest, to wtedy f dziala na niej jak mnoZenie przez skalar A € K. Ten

skalar nazywamny wartodciq wilasng operatora f (na L1).

~'b). Wektor 1 € L nazywamy wektorem wlasnym f, jesli jego linlowa powloka K

esf;'podprzestrzemac wiasna, lub réwnowaznie, jesli I # 01 f({) = M dla pewnego
e K.

?Zgodme z okresleniem p. 3 operator diagonalizowalny zadaje rozklad L na sume

prOStaa podprzestrzeni wlasnych. Zbadajmy, kiedy f ma chod jedna podprzestrzen

wlasn@

3. Definicja. Niech L bedzie skoficzenie wymiarows, przestrzenia liniows, f: L —
boperatorem liniowym, 4 — Jego macierza w dowolnej bazie. Wielomianem charak-
terystycznym operatora f, réwniez jego macierzy A, nazywamy wielomian zmiennej
‘o wspoiczynmka.ch w ciele K réwny det{tE — A) (gdzie det oznacza wyznacznik).
BQd_me on zazwyczaj oznaczany przez P(t).

"§. Twierdzenie. a) Wielomian charakterystyczny operatora liniowego f nie za-

2y od wybory bazy, w kidrej jest wyznaczona jego macierz.

b)) Kazda wartosé wilasna operatora jest pierwiastkiem jego wielomianu charak-

terystycanego P(t} i dowolny pierwiastek P(t) nalezqcy do ciala K jest wartodeiq .
wlasng f odpowiadajgcq pewnej (niekoniecznie jedynej) podprzestrzeni wlasnej ope-

. Dowéd. a) Zgodnie z §4 p.8 macierz operatora f w innej bazie wyraza sie jako
B-! AB. Zatem korzystajac z multyplikatywnodci wyznacznika, otrzymujemy

 det(tE — B-VAB) = det(B-\(tE — A)B) = (det B)! det(tE — A)det B =
B =det(tE — A).

C dnbtujmy, ze P(t) =" —~Tr f-t"1 4. 4 (~1)"det f (w oznaczeniachz § 4 p. 9).
b) Jedli A € K jest pierwiastkiem P(t), to macierz odwzorowania A-id —f jest
Osobhwa, a zatem ma ono nietrywialne jadro. Jesli [ # 0 jest elementem tego jadra,
to f(I) = M, a wiec A jest wartoscia wlasna f, a | — odpowiadajacym jej wektorem
wlasnym. Odwrotnie, jesli f(I) = A, to wektor [ nalezy do jadra A-id—f, a wiec
det(X-id—~f) = P()) = 0.

7. Teraz widzimy, ze operator f moze nie mieé¢ wcale wartosci wlasnych, a tym
bardziej moze nie by¢ diagonalizowalny, jesli jego wielomian charakterystycany P(#)
'ma pierwiastkéw w ciele K. Taki przypadek moze sig zdarzyé nad algebraicz-
nie niedomknietym cialem, jakim jest, powiedzmy, cialo R lub cialo skoficzone. Na

é??&kla&, rozwaziny macierz A = ( i S) o wyrazach rzeczywistych. Wéwczas
det(tE — A) = t* — (a + d)t + (ad ~ be),
wiec jesli (a + d)? — 4(ad — be) = (a— d)? + 4bc < 0, to A nie jest diagonalizowalna.
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Tuta,] spotykamy sie po raz pierwszy z przypadkiem, w ktdrym wlasnoéci odw
rowan liniowych istotnie zalezg do wlasnoéci ciala. g

Nie cheac nzalezniaé naszych rozwazan od tych ostatnich tak dlugo, jak to tylk
bedzie mozliwe, przyjmiemy zaloZenie, obowiazujace do p. 9 nastepnego paragrafy
wlacznie, ze mamy do czynienia z algebraicznie domknigtym cialem K. Czytel
nik, ktéry nie zna innych niz C przykladow takich cial, moze wszedzie przyjmos
K = C. Algebraiczna domknigtosé¢ K opisuja nastepujace, wzajemnie réwnowas
warunki: a) dowolny wielomian P(t) jednej zmiennej o WSpo'iczynnikach w K posi
pierwiastek A € K; b) dowolny wielomian P(t) tego rodzaju mozna przedsta.wx

postaci @ I] (t— X)), gdzie a, A € K, A; # A; dlad # j, przy czym to przedstawieni

jest Jednoznaczne jesli P(t) #£ 0. W takim przypadku liczhe r; nazywa sie krotnosca
pierwiastka A; wielomianu P(t). Zbidr wszystkich pierwiastkéw wielomianu charak
terystycznego nazywa si¢ widmem (spektrum) operatora f. Jesli wszystkie krotnosc
s3 réwne 1, to méwimy, Ze operator ma widmo proste. »

Jedli cialo K jest algebraicznie domkniete, to zgodnie z twierdzeniem p.6 dowo
operator linjowy f: L — [ ma podprzestrzen wlasna. Mimo to moze sie zdarzyé,
nie bedzie on diagonalizowalny, gdyz suma wszystkich jego podprzestrzeni wiasn
bedzie mniejsza od L, a dla operatora diagonalizowalnego jest ona zawsze réw
L. Zanim jednak przejdziemy do ogolne] dyskusji, zapoznajmy sie z praypadki
macierzy 2 x 2 o wyrazach zespolonych.

8, Przykiad. Niech I bedzie dwuwymiarows przestrzenia z ustalong ba.za;:

mian charakterystyczny f jest réwny ¢2 — (¢ + d)t + (ad — be), a jego pierw%a,stké,rh

— 2
sth,gzmagdi (a 4af)

a) A; # Ay, Niech ¢; dla ¢ = 1,2, bedzie wektorem wlasnym o wartosci wlé.é_:h_e_a
Ai. Te wektory sa liniowo niezalezne, gdyz z ae; + bey = 0 wynika :

+ be. Rozwazymy kolejno nastepujace przypadki.

flaer + bea) = adje; + blaeg = 0,

skad otrzymujemy A;(aey + bey) — (adier + bAzey) = b{Ay ~ Ay) = 0, a wiec b= 0-"
analogicznie ¢ = 0. Zatem w bazie {e1, e} macierz f jest diagonalna.

b) Ay = Az = A. Tym razem operator f jest diagonalizowalny tylko wtedy, gdy
jego dzialanie polega na mnoZeniu przez A dowolnego wektora z L, co oznacza, ze

(i 3) = (S g) i ostatecznie @ = d = A, b = ¢ = 0. Jesli te warunki nie's3

spelnione, a spelniony jest tylko slabszy warunek (a — d)? + dbc = 0 zapewniajacy
A = Ag, to operator f moze mied tylko jeden, z dokladnoscig do proporcjonalnos

wektor wlasny I wtedy f oczywiscie nie jest diagonalizowalny. E
Przykladem jest macierz ()\ , ktora nazywa sie klatkq Jordana o wymiarach

1
0 A
2 x 2 (lub stopnia 2).
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};ast@pnym paragrafie wykazemy, ze wlaénie podobne macierze sg podstawo-
wymi skladnikami, z ktérych konstruuje si¢ posta¢ normalng dowolnego operatora
: wego nad cialem algebraicznie domknietym. Podajmy ogdlne definicje.

.'.;.:”Déﬁnicja. a) Klatkq Jordana J,(}) stopnia r o wartodci wlasnej A nazywamy

macierz postacl

Al 0
0 A1 0
LA =[]0 0 0
00 0 by

b) Macierzq Jordana nazywamy macierz skladajaca sie z rozmieszczonych wzdluz
gléwnej przekatnej blokéw Jr(A) 1 zer wszedzie poza tymi blokami:

¢) Bazq Jordana dle operatora f: L — L nazywamy taka baze przestrzeni L, w
tére] macierz operatora f jest macierza Jordana, lub, jak to sie takze okrefla, ma
;.'ﬁbﬁhalna,, postaé Jordana.

- 'd) Sprowadzeniem macierzy kwadratowej A do normalnej postaci Jordana nazy-
Jamy rozwiazanie réwnania macierzowego X ' AX = J, gdzie X oznacza (nieznana)
macierz nieosobliwa, a J — takze nieznang macierz Jordana.

10 Przyklad. Niech Ln(/\)Aoznacza, przestrzen linlowg, funkeji zespolonych po-
c e f(z), gdzie A € C, a f jest wielomianem stopnia < n — 1. Poniewas

-{_}—Jla;':(e)‘“c Fz)) = e**(Af(z)+ f'{z)), rézniczkowanie ;}% jest operatorem liniowym w ie]

r;fe’strzeni. Oznaczmy e;4q = ﬁe"x {przypominajac,ze 0! == 1} dlat=0,...,n— 1.

: Oc'z;'/wiécie,
[ d ‘:Ci_l Azr ‘T"i Az
'J;(B,.H) = (.’i_—]__}_!e - )\»2—1—8 =e; + )\8;‘4..1

dla i = 0 pierwszy skiadnik nie wystepuje), a wiec

W
| A 10 0
d 0 A 1 0
%{61, ,en) = {61,.. .,en} 0 0 X 0

................
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Tak wiec funkcje (?—;e’“’) tworzg baze Jordana dla operatora a‘% W rozwazanej prze.

strzeni.
Ten przyklad pokazuje szczegolne znaczenie macierzy Jordana w teorii rownan
rézniczkowych liniowych (por. éwiczenia 1-3 do § 9).

11. Poza rozpatrzonymi juz wlasnodciami geometrycznymi bedziemy potrzebo-
wadé w nastepnym paragrafie pewnych algebraicanych whasnodci funkeji wielomiano-
wych argumentu operatorowego. Niech f: [ — L bedzie ustalonym operatorem.

a} Dia dowolnego wielomianu Q(t) = f: a;t' o wspolezynnikach z clala K wy-
t=1

razenie }:E a;f* okrela jednoznacznie element pierdcienia £(L,L) endomorfizmdw
przestrzenli L. Ten endomorfizm bedziemy oznaczaé @(f).

b) Powiemy, ze wielomian Q(t) anihiluje (takZe zeruje) operator f, jesli Q(f) =
0. Dla dowolnego operatora f w skoriczenie wymiarowej przestrzeni L niezerowy
wielomian o tej wlasnoéci zawsze istnieje. Istotnie, jesli dim L = n, to dim £(L, L)
n?, a zatem operatory id, f,..., f* sa liniowo zalezne nad K. To rozumowanie
wskazuje, ze istnieje wielomian stopnia < n? anihilujacy f, choé w samej rzeczy
z twierdzenia Hamiltona~Cayleya, ktérego dowiedziemy za chwile, wynika istnienie
wielomianu stopnia n anihilujacego operator f.

¢) Rozwazmy wielomian M (t) o wspdlezynniku przy najwyiszej potedze réwnym
jednosci, taki ktéry anihiluje f i ma mozliwie najmniejszy stopien. Taki wielomian
nazywaé bedziemy wielomianem minimalnym operatora f. Oczywiscie jest on jedno-
znacznie wyznaczony, gdyz jesh M;{t), M, (t) bylyby dwoma takimi wielomianami, to
My (t)— My{t) zerowalby f i mialby stopieri istotnie nizszy, a wiec M (¢)—My(t) = 0.

d) Pokazemy teraz, Ze wielomian minimalny operatora f jest dzielnikiem dowol-
nego wielomianu anihilujacego f. Rzeczywiscie, niech Q(f) = 0. Przeprowadzajac,
dzielenie z reszta Q przez M, zapisujemy Q(¢) = X()M{(t) + R(), deg R(t) <
deg M(t). Zatem R(f) = Q(f) — X(f)M(f) =0, skad R=0. '

12, Twierdzenie Hamiltona~Cayleya. Wielomian charakterystyczny P(t)
operatore f anihiluje ten operator.

Dowéd. Bedziemy postugiwaé sie tym twierdzeniem i dowiedziemy go tylko

w przypadku ciala algebraicznie domknigtego, choé jest ono prawdziwe i bez tegol
dodatkowego zaloZenia. '
Przeprowadzimy indukcje wzgledem dim L. Jesli L jest jednowymiarowa, to f
jest mnozeniem przez skalar A, P(t) = ¢ — A, a wiec P(f) = 0.
" Niech dimL = n > 2 i zalézmy, ze twierdzenie jest wykazane dla przestrzeni
wymiara n — 1. Wyblerzmy wartosé wlasna A operatora f i jedrowymiarows pod-
przestrzen wlasng Ly C L odpowiadajaca tej wartoéci wlasnej. Niech {e;} bedzie
baza Ly, ktérs uzupelnimy do bazy {ei,...,e,} przestrzeni L. W tej bazie macierz
operatora f ma postad
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kay 'd wymka, ze P(t) = (t — A)det(tE — A). Operator f okresla odwzorowanie
iniowe F:L/Ly — L/ Ly, f(l + L) = f(I) + L;. Wektory & = e; + Ly dla i >
worza, baze L/L1, a macierzg operatora f w tej bazie jest A. DIatego P(t) =

det(tE — A) jest wielomianem charakterystycznym operatora f, a wiec na mocy
salosenia indukcyjnego P( f) = 0. To oznacza, ze dla dowolnego wektora I € I

IT}B«H*Y P(f)l € Ly, skad wynika
" P(f)l = (f = NP(/)I =0,

gdyz f — A przeprowadza dowolny wektor z L; na zero. To koniczy dowaod.

13. Przykiady a) Niech f = idy, diml = n. Wiedy wielomian charaktery-
:'styczny f jest réwny (¢t — 1)", a wielomian minimalny jest réwny £ — 1, a wiec sa one
réme dlan > 1.

© 2 b) Niech f bedzie wyznaczony przez klatke Jordana J,(A). Wielomian charakte-
“rystyczny f jest téwny (¢t — A)". Dla obliczenia wielomianu minimalnego zauwazmy,

‘26 (A} = AE: + J,{0). Co wigcej,

0 0 1.6 ... 0
J(0)F = 0 0 01 ... 0
0 0 .00 0

gdzie jedynki stoja na k-tej przekatnej powyiej przekatnej gléwnej, wiec J.(0)F = 0
dla k > r. Z drugiej strony

(Lo(A) = AE) = J,(0)*

dla 0 < & < r — 1, a poniewaZ wielomian minimalny jest dzielnikiem wielomianu
charakterystycznego, wiec musza byé réwne.

Cwiczenia

1. Niech f: L — L bedazie operatorem diagonalnym z widmem prostym.

a) Wykazaé, ze dowolny operator g: L — L, taki ze gf = fg, moina przedstawié
w postact wielomianu operatora f.

b) Dowied¢, ze wymiar przestrzeni takich operatoréw wynosi dim L.
Czy te stwierdzenia pozostaja prawdziwe, jesli widmo operatora nie jest proste?

2. Niech f, g: L - L beda operatorami liniowymi w przestrzeni wymiaru n nad
cialem charakterystyki 0. Zalézmy, ze f* = 0, dimKer f = 1, gf — fg = f. Dowiesé,
4e wartosci wlasne g maja postaé¢ ¢,a~1,a~2,...,a~(n~1) dla pewnego a € K.
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§ 9. Jordanowska postaé¢ normalna macierzy

Gléwnym celem tego paragrafu jest wykazanie nastepujacego twierdzenia o is
nieniu i jednoznacznosci normalnej postaci jordanowskiej dla macierzy i operator§
Liniowych. '

1. Twierdzenie. Niech K bedzie cialem algebraicanie domknigtym, L — sko
czenie wymiarowq przestrzeniq liniowg nad K, a f: L — L — operatorem hmowy
Wiedy: _

a) istnieje baza Jordana dla operatora f, a dokladniej, macierz A operatora.
w dowolnie wybranej bazie mozna sprowadzi¢ do normainej pestaci Jordana J°
pomocy adpowiednio dobranej macierzy przejécia X do innef bazy, tan.

XTAX = J;

b) macierz J jest wyznaczona jednoznaczme z dokladnosciq do prezestawien
wehodzqeych w jej skiad klatek jordanowskich.

2. Dowdd twierdzenia podzielimy na szereg krokow. Zaczniemy od konstruk
7 B
rozkladu na sume prostg L = @ Lj; gdzie L; sg podprzestrzeniami niezmienniczy

dla f, z ktorymi péiniej zwiaiéiezlny klatki jordanowskie o jednej i tej samej liczbie
na przekatnej. Dla wprowadzenia niezmienniczej charakteryzacii tych podprzestrze
przypomnijmy, ze (J(A) — AE)" = 0. Operatory, ktérych pewna potega jest réwrn
zeru, przyjeto nazywaé operatorami nilpoteninymi. A wige obciecie operatora f
do podprzestrzeni odpowiadajacej klatce J.(A) jest operatorem nilpotentnym i
samo jest prawdziwe dla jego obciecia do sumy podprzestrzeni z ustalonym A, T
uzasadnia ponizsza definicje. '

3. Definicja. Wektor | € L nazywamy wektorem pierwiastkowym operatora
odpowiadajgeym liczbie A € K, jedli istnieje liczba naturalna r, dla ktdrej (f~A)
0 — tutaj {f — A} oznacza operator (f — Aid).

Oczywiscie kazdy wektor wlasny jest wektorem plerwiastkowym.

4. Stwierdzenie. Jesli oznacayé preez L{)) podzbidr przestrzeni L skiadajg
sig z wektordw pierwiastkowych operatora f odpowiadajgcych danemu X, to L{;
jest podprzestrzeniq liniowq L, o L{A) # 0 wiedy ¢ tylko wiedy, gdy * jest wartosc'
wlasng f. '

Dowdd. Praypuéémy, ze (f ~ AL = (f — M2l = 0. Wdwczas mam
(f = Al + 1) = 0 dla r = max(ry,r,) oraz (f — A){(aly) = 0, co dowodz
ze L()} jest podprzestrzeniy liniowa.

Jesli A jest wartoscia wlasng f, to istnieje wektor wlasny odpowiadajacy A,
wiec L(A) # 0. Odwrotnie, niech | € L{}}, [ # 0. Wybierzsmy najmniejsze r, d
ktérego {(f — A)" = 0 — oczywiscie r > 1. Wektor I = (f — A)""1 jest wektore
wlasnym f odpowiadajacym wartoéci wiasnej A, bo ' # 0 na podstawie konstruke)
az(f— Al =0 wynika f(I') = Al'.
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5 Stwierdzenie. Zachodzi rozklad L = @ L(\), gdzie A; przebiega wszystkie
rtodci wlasne operatora f, . wszystkie rézne pierwiastki wielomianu charakiery-

i'y‘éznego operatora f.

Dowod Niech P(t) = 1'1 (t — Ai)" bedzie wielomianem chrakterystycanym f,
o)y dlaj # 4 OZna.czmy F@t) = P@)t — )™, fi = Fi(f), Li = Im f;.

;._Spra.deimy nastgpujace fakty.

a) (f = M) L = 0, tj. Li C L(X:). Rzeczywiscie, (f — M) fy = (f ~ A" Fi(f) =

P(fy=0na podstawie twierdzenia Hamiltona-Cayleya.

o b)L=1Li+ -+ L,. Rzeczywiscie, poniewaz wielomiany () sa parami wzgled-
S 3
e pierwsze, wiec istnieja takie wielomiany Xi(t), Ze 3. Fi(2)Xi{t) = 1. Podstawiajac
L i=1
 tej tozsamoédci operator [ zamiast zmiennej 1, otrzymujemy
5
> R(f)X
1=1
't‘oéujqc te réwnoéé do wektora ! € L, otrzymamy

=Y fix z)ezL

i=1

' )L =L@ b L, Wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnego 1 < ¢ < s mamy

(}: L; ) = 0. Rzeczywiscie, jesli wektor [ nalezy do tego przeciecia, to
COi#

(f~=N)el=0, gdyz l€ L,
F(A)l= TI(f = A)1=0, gdyz 1€ L;
I s

Poniewaz (t — XA} 1 Fi(t) sa wzglednie pierwsze, wige istnieja takie wielomiany
X 1Y(t), ze X(8){t — \)7 + Y(#)Fi(t) = 1. Podstawiajac f 1 stosujac uzyskana
“tozsamosé operatorowa do wektora [, otrzymamy X(f)(0) + Y(f)(0) == 0.

~d) Ly = L(A;). W istocie, juz sprawdzilismy, Ze L; C L(X;). Dla dowodu prze-
iwnej inkluzji wybierzmy wektor [ € L{);) i zapiszmy go w postaci { = ' + 1",
;-_gdzlc e L, I" e EBL Istnieje taka liczba ', ze (f — A" = 0, ponie-

_'"_waz M=1-1c¢ L()\ ) Ponadto Fi{f)I" = 0. Zatem podstawiajac w toZsamosci
-;X( )t~ XY+ Y{i)Fi(t) = 1 operator f zamiast zmiennej, a nastepnie stosujac
'ot1zyma,naz réwnoéé operatorows do wektora I, otrzymamy " = 0, skad [ = ' € L;.

- 8. Wniosek. Operator f 2 widmem prostym jest diagonalizowalny.

Dowdd. Istotnie, liczba réznych wartosci wlasnych f jest wtedy réwna n =
deg P(1) = dim L. Dlatego w rozkladzie I = @ L();) wszystkie przestrzenie L{A)
. a1
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sg jednowymiarowe, a %e kazda z nich zawiera wektor wlasny, wiec w bazie Zio
2z tych wektoréw macierz f jest diagonalna.

Teraz ustalimy jedng warto$é wlasng A 1 pokazemy, ze obciecie f do [
baze Jordana odpowiadajaca A. Aby nie wprowadzaé nowych oznaczen, b{gd"
przyjmowaé az do kotca p. 7, ze f ma tylko jedng wartodé wlasng A ¢ L = L(Xx
wiece], mozemy nawet przyjac, ze A = 0, gdyz dowolna baza Jordana dla operat
jest jednoczesnie bazg, Jordana dla operatora f4u, gdzie p jest dowolna stala;
operator f jest nilpotentny na mocy twierdzenia Hamiltona-Cayleya: P(t)'_'f"
f* =01 prawdziwy jest nastepujacy fakt.

7. Stwierdzenie. Dla operators nilpotentnego f w skoriczenie wymidroiuej
strzeni L istnicje baza Jordana, a jego macierz wzgledem tef bazy jest sumq
postaci J.(0).

Dowdd. Bazie Jordana w przestrzeni L wygodnie przyporzadkowaé d;a,gr
podobny do przedstawionego ponizej: '

Bt R — @ — B
B R — D — @
G e Y —— @
@ — ® o G

W tym diagramie punkty reprezentujs elementy bazy, a strzatki przedstawmja‘
lanie f (a w ogdlnym przypa.dku dmaia,me =M. Elementy nagmzszego wi

dzgce w sklad danej bazy. W ten sposdb kazda kolumna diagramu przedstaw___

podprzestrzeni niezmienniczej odpowiadajacej jednej klatce Jordana, ktdrej st

jest réwny wysokosci tej kolumny (tj. liczbie wystepujacych w niej punktéw

oznaczyd .
f(eh) = €hwls f(eh—l) F G2y ey f(el) ZO}

to mozemy zapisad

0 v 0 . 0
0 0 1 . 0
f(eh 76"1) = (81’ ’eh) ................
0 0 0 0

Ale 1 odwrotnie, jesli znajdziemy baze L, ktérej elementy przechodza na i.ﬂ.ﬂ
elementy albo na zero w taki sposob, ze dzialanie f na elementy tej bazy wi
nimi samymi mozna plzedsta.wm za pomocy podobnego diagramu, to bedzie
baza Jordana.
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d_'zstnlenia przeprowadzimy przez indukcje wzgledem wymiaru L. Jedli
“to operaf;or nilpotentny f jest operatoremn zerowym i dowolny nieze-
ektor I stanowi baze Jordana. Rozwazmy wiec przypadek dimlL = n > 1
je wykazali$my juz istnienie baz Jordana dla przestrzeni o wymiarach
- (znaczmy PrEez Lo podprzestrzen w L zlozong z wektoréw wlasnych f, t).
Poniewa dimLy > 0, wiec dimL/Ly < n i operator f indukuje operator
 LjLo, fU+ Lo) = ( )+ Lo. (Poprawnosc okreslenia operatora f i jego
& latwo wynika z niezmienniczoéci Lo wezgledem f.)
mdcy zalozenia indukcyjnego f ma baze Jordana i mozemy prayjaé, ze jest
pusta, gdyz w przeciwnym przypadke L = Lo i dowolna baza Lo bedzie baza
dana dla f. Zbudujmy teraz diagram D dla elementéw bazy Jordana opera.&ora
dej kolumny tego diagramu wybierzmy najwyzej polozony wektor &, ¢ =
dla ktdrego obierzemy nastepnie wektor e; € L tak aby & = e; + Lg. Teraz
) z wekterow przestrzeni I zbudowad diagram D w nastepujacy sposdéb. Dla
;m i-ta kolumna diagramu D bedzie zawiera¢ (w kierunku z géry na dél)
é.'_ fle)y - fh e, fH(es), gdzie przez Ry oznaczylidmy wysokosé i-tej
‘diagramu D Poniewaz fh (&) = 0, wiec fhi(e;) € Lo i fh.+1( ;) = 0.
mee wyblememy baze powloki liniowe] wektorow ff(er),.. ., fim(en) i biorac
uwage; 2e zawiera si¢ ona w Lo, uzupelnimy jg do bazy Lo Dolaczone przy
kiory umiescimy w dodatkowych kolumnach (o wysokosci 1) w najnizszym
;s_z_u::di_ag_mmu D — zauwazmy, ze f przeprowadza je na zero.
struowany w ten sposcb diagram D wektoréw przestrzeni L razem z dzia-
m operatora f na te wektory ma dokladnie taka postaé, jaka okreila baze
Musimy jedynie jeszcze sprawdzid, ze wekiory diagramu D rzeczywiscie

ajplerw pokazemy, ze powloka I:mowa wektorow diagramu D jest rowna L.

(S l-— 1+ Ls. Z zalozenia | = E Z a;; F1(&). 7 konstrukeii f wynika, ze
— i=) =0

m hi—1

[ — Z Z aijfj(e,-) &€ Ly.

i=1 j=0

7 J'at}x;e wektory fi(e;), J = h;—1, wystepuja w wierszach diagramu D, poczynajac
gxego z dolu, a podprzestrzen Ly jest rozpieta przez wektory wystepujace
erwszym od dolu wierszu na mocy konstrukeji. Dlatego tez [ moina pmedstawzc
l_'co'rﬁbinacjg elementow .

Do sprawdzenia pozostala zatem tylko liniowa niezaleinoéé wektoréw D. Przede
ystkim elementy dolnego wiersza sg liniowo niezaleine. Rzeczywiscie, _]esll jakas
tl‘.’YWIa.Ina, kombinacja liniowa tych wektoréw jest zerem, to musi mie¢ postac

f h(eg) = 0, gdyz pozostale elementy tego wiersza uzupelniajg baze powloki
niowej { f* (eq),..., f hm(em)} do bazy Lo. Poniewaz dla kazdego 7 mamy h; > 1,
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zatem

f(i a1 e)) =0,

i=1

skad wynika
Za JH 7Y e) € Ly oraz Za Pl E)y =0

=1 fe]

7 ostatniego z tych warunkdw wnioskujemy, ze wszystkie a; = 0, gdyz wekto
Fr~1(&) stanowia dolny wiersz diagramu D, a wiec s czescig, bazy LAq. :

Wreszcie wykazemy, ze jesli jakad nietrywialna kombinacja wektorow D je
réwna zeru, to mozna z niej otrzymaé nietrywialng, zaleznoéé liniows, dla wektorg
najnizszego wiersza . W istocie, odnajd2my najwyzszy wiersz D, w ktorym wyst
puja, wektory wchodzace z niezerowymi wspdlezynnikami w te kombinacie liniow
i niech bedzie to wiersz h, lczac od dolu diagramu. Zastosujmy do tej kombinag
liniowej operator fh-!. Wtedy oczywiicie ta czes¢ kombinacji liniowej, ktdra: jeg
zlozona z wektoréw zawartych w tym najwyzszym wierszu przejdzie na nietrywial
kombinacje liniowa elementéw najnizszego wiersza, podczas gdy pozostale sklad
zostana wyzerowane. To konczy dowdd stwierdzenia.

Pozostata nam juz tylko do sprawdzenia czesé iwierdzenia z p. 1 odnoszacca 8
do jednoznacznodci.

8. Ustalmy dowolna bage Jordana operatora f. Dowolny diagonalny eleme
macierzy operatora f wzgledem tej bazy jest oczywiicie jedng z wartosci wlasny:
A tego operatora. Wybierzmy te czed¢ bazy, ktdra odpowiada wszystkim blo
macierzy z ta wartodcia A na diagonali t oznaczymy przez Ly jej powloke lini
Poniewaz (J.(A} — A) = 0, wiec Ly ¢ L(}), gdzie L(}) oznacza podprzest
plerwiastkowa L. Ponadte L = @ L), na mocy okreslenia bazy Jordana i
@& L{):) na mocy stwierdzenia p. 5, pray czym w obu praypadkach sumy obejmu
wszystkie wartoéci wlasne ); operatora f. A zatem dim Ly = dim L(A;) i Ly = L{X
To znaczy, ze suma wymiaréw kiatek Jordana odpowiadajacych kazdej wartosc
nie zalezy od wyboru bazy Jordana, a ponadto od wyboru te] bazy nie zalezy te
powloki liniowe Ly,. Dlatego wystarcay sprawdzié twierdzenie w przypadku
L{X) albo nawet L = L(0).

Skonstruujmy diagram D odpowiadajacy danej bazie Jordana L = L(0). W.
miary klatek Jordana sa réwne wysokosciom jego kolumn; gdyby, jak na naszy
rysunku, uporzadkowad kolumny malejaco, to wéwezas ich wysokosci mozna by
noznacznie okresli¢, poslugujac sie znanymi dlugosciami wierszy diagramu, upor:
kowanymi malejaco, poczynajac od najnizszego wiersza. Pokazemy, ze dlugosé najni
szego wiersza jest réwna wymiarowi Lo = Ker f. W istocie, przedstawmy dowoln
wektor wlasny [ operatora f w postaci kombinacji liniowej elementéw D. Do
kombinacji liniowej ze wspdlczynnikami zerowymi wejda wszystkie te wektory, ktor
znajduja sie powyzej najnizszego wiersza. Gdyby tak nie bylo, t]. najwyzej poloz
w diagramie wektory o niezerowych wspdlczynnikach w tej kombinacji pochodzilyb
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torsza © numerze h > 2, to wtedy wektor f*~1(l) = 0 bylby nietrywialna kom-
inacja liniows elementdw najnizszego wiersza D (por. koniec dowodu stwierdzenia
,; 7), a to jest sprzeczne z liniowa, niezaleznoscia elementéw D. Tak wigc najnizszy
rsz [ tworzy baze Lo i dlatego jego dlugosé jest jednakowa dla wszystkich baz
ordana. Deokladnie tak samo dowodzimy, Ze dlugoé¢ drugiego wiersza nie zalezy od
wyboru bazy, gdy# jest ona réwna wymiarowi Ker f w przestrzeni L/ Lo, przy ugyciu
oznaczen poprzedzajacego punktu. To korlczy dowdd 3ednoznacznosc1 wiec i calego

"-tMerdzema p- L.

. Uwagi. a) Jesli operator f jest reprezentowany przez macierz A w pewnej ba-
gl ,'to problem sprowadzenia A do postaci Jordana wygodnie rozwiazywacd, uzywajac
‘nastepujacej procedury.

. Najpierw wyznaczamy wielomian charakterystyczny A1 jego plerW1astk1
Nastepnie obliczamy wymiary klatek Jordana odpowiadajacych pierwiastkom A.
[;ym celu wystarczy obliczy? diugosci wierszy odpowiednich diagraméw, to znaczy
aalezé dimKer(A — X), dim Ker(A — A} — dimKer(A — A), dimKer{A — 1)® —
“dim Ker(A4 — A)?, itd.

Teraz mozemy zapisal macierz A w postaci Jordana J 1 poszukad rozwiazari réw-
anta macierzowego AX — X J = 0. Przestrzen rozwiazain tego ukladu liniowego ma
_;'k;'z'qéciej wymiar wigkszy niz jeden, a zbidr rozwigzan zawiera rowniez macierze
sobhwe Jednakze istnienie wérdd rozwiazar macierzy nieosobliwych jest zapew-
ione przez udowodnione wyzej twierdzenie, a dla naszego celu wystarczy dowolna
nich.

b) Jednym z wazniejszych zastosowatt postaci Jordana macierzy jest obliczanie
unkcji macierzy (dotychczas znane sq nam tylko funkcje wielomianowe) Przyj-
zyjmy sie na przyklad, jak obliczyé wysoka potege AN macierzy A. Poniewaz
:-.p'ote:gl macierzy Jordana oblicza si¢ latwo (zob. § 8, p. 13), zastosowanie wzoru
Nom XJN X1 gdzie A = XAX~!, moze okazaé sie ekonomiczne, gdyZz macierz
oblicza sig tylko raz i nie zalezy ona od N. Ten sam wzdér mozna zastosowaé do
_s'adtowania szybkosci wzrastania wyrazéw macierzy AN, .

c) Wykorzystujac znajomoéé formy Jordana, latwo znalezé wielomian minimalny
3'm_&cxerzy A. Ograniczmy si¢ dla prostoty do przypadku ciala charakterystyki zero.
Wtedy wielomian minimalny J, (A) jest réwny (t — A)™ (por. § 8, p. 13), wielomian
_minimalny macierzy blokowej (J,,(1)) wynosi (t — A)™*(), 4 wreszcie wielomian
mimalny najogdiniejszej macielzy Jordana z elementami diagonalnymi A, ..., A,

/\ 75 A; dla i # J) jest réwny H (t — A;)71, gdzie r; jest najwiekszym sgmsrod

vymlamw klatek Jordana odpow1ada,mcych wartosci Aj.

.. 10. Inne formy normalne. W tym punkcie krétko opiszemy inne normalne
:Postacw macierzy, pozyteczne np. w przypadku cial niedomknigtych algebraicznie.

... ) Przestrzenie cykliczne i klathi cykliczne. Przestrzed [, nazywamy cykliczng
zngédem operatora f, jesli L zawiera wektor I, takze nazywany cyklicznym, o L¢j
:-Wlasnosm ze wektory 1, f(I),..., f*"1(I) tworzg baze L. Oznaczajac e; = f*'(l),
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i=1,...,n = dimZL, otrzymujemy

Upy 1 0 0

s 01 .00 .

flesseoven) = (eneovea) | 772 00 :
' a0 0 0

operatora [ w bazie (31, eﬂ) jest klatka cykliczna, to wektor [ = en Jesf, i
oraz ¢; = f* (1) (mdukqa wzgledem ).

Wykazemy, ze postaé klatki cyklicznej odpowiadajacej f nie z;a,lezy g
kowego wyboru wektora cyklicznego. W tym celu sprawdzimy, ze w pierwszej
muie te; klatki stoja wspdlezynniki wielomianu minimalnego operatora, f

}:at‘

=0 :

Istotnie, M(f) = 0, poniewaz M(f)[f*(1)] = F{{M{f)]] = 0, a wektory
ruja L. Z drugiej strony, jesli N(¢) jest w;elomlanem stopnia < n, to N(f) #
waz w przeciwnym przypadku, dzialajac operatorern N(f} = 0 na wektor_c
[, otrzymalibysmy nietrywialna relacje liniowa dla wektordw bazy [, f(1),.

L f(D)yo ooy f27H1) sa linlowo niezaleine, a przestrzen L jest cyi&liczn’ Te
bf;dzzemy dowodzic. .
¢) Macierz dowolnego opemtom moze byd przez wybdr odpowiedniej ba
wadzona do sumy klatek cyklicanych. Dowdd moézna przeprowadszié anal
dowodu twierdzenia o postaci Jordana. Zamiast czynnikéw (t — A;)"

jednoznacznosci takze pozostaje prawdziwe, jesli ograniczyé sie do pr zypad
wielomiany minimalne wszystkich klatek cyklicanych sa nierozkladalne: B
ograniczenia twierdzenie nie jest prawdziwe: przestrzed cykliczna moze
prosta dwoch podprzestrzeni cyklicznych, ktérych wielomiany mmnnafne
nie pierwsze.

Cwiczenia
1. Niech L bedzie skoniczenie wymiarowa, przestrzenia, funkcji ;‘éiniczk_

zmienne] zespolone], taky ze jesli f € L, to € L. Pokazad, ze istniejé;"t&ki

dz
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Jone Aty - , As 1 liczby naturalne rq,...,7, 2 1, 2e L = @ L;, gdzie L; jest
rzenlac funkc_]l postaci e’ P(z), a Pi(z) oznacza dowolny wielomian stopnia

d

(Wskazowka. Rozwazyé ba,zg' Jordana dla operatora & w L i kolejno‘

d:r:

d C
naczmy przes L p;zestrzeﬁ linlowa funkcji rozpi:;tac Drzez E;g{ dla Wszys'gklch 122 0.

é ée L ma wymiar skoniczony i operator L. przeprowadza ja w siebie.

dx

:Posiugujagc sig rezultatami éwiczed 112 wykazad, ze y(z) mozna przedstawi¢

P tact. 3 e Py(z), gdzie P; s w1eiomla,nam1 Jak wiaza sie liczby X; 2 postacxad
Ia' régzniczkowego?

"1ech J.(A) bedzie klatks Jordana nad C. Wykazac, ze dowolnie malo zmie-

.e‘} elementy mozna doprowa.dzm do tego, a.by otrzymana macierz byla dla,go-

ynmkow macierzy, & warunek niewystepowania wielokrotnych pierwiastkow wie-
nu sprowadza sie do tego, aby jego wyrdznik byl rézny od 0.
'Na_da,é precyzyine znaczenie a nastepnie dowiesé nastepujacych stwierdzen:

-Generyczna macierz 2 x 2 nad C jest diagonalizowalna.
eneryczna macierz 2 x 2 z réwnymi wartodciami wlasnymi nie jest diagona-

§ 10. Przestrzenie liniowe unormowane

Wi tym paragrafie zbadamy te szczegdlne wlasnodci rzeczywistych lub zespolo-
ch przestrzeni liniowych, ktére umozliwiaja wprowadzenie pojecia przejécia gra-
négo w tych przestrzeniach i uprawianie w nich analizy. Te zagadnienia odgry-
"zczegolnac role w przypadku nieskonczenie wymiarowym, tak ze przedstawiony
___aterlal jest w istocie elementarnym wstepem do analizy funkcjonalnej.

:_Deﬁmc.]a. Pare (E,d), gdzie F jest zbiorem, d: F x £ — R — funkcjg o
rtosciach rzeczywistych, nazywamy preestrzeniq metrycang, jedli dla dowolnych
.G:E{ spelnione sa nastepujace warunki:
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2) d(z,y) = d(y,2) (symetria)
b) d(z,z)=0; d{z,y) >0, jeslic #y (dodatniodd);
¢) dlz, 2y <d(z,y)+d(y,z) (nierdwnosé trijkgta).

Funkcje d spelniajacy te warunki nazywamy metrykg, a liczbe d(z,y) — odlegz‘g
Seiq punktow z, y.

2. Przyklady. a) E = R albo C, d{z,y) = |z — y|.
b) E = R" albo C™, d(Z,7) = ( in:, — i )1/2.
Jest to tak zwana metryka standardowa (na.tura}na) Bedziemy ja rozwazad syste.

tycznie w drugiej czeéci i tam tez zbadamy jej uogdlnienia na praypadek dowolnegg
ciala opisywane w teorii form kwadratowych. Innymi metrykami sa

. n
“di(2,9) = max(lzi —yl), (@, F) =Y lwi -
== i=1

¢} E = C(a,b) — funkcje ciagle na odcinku {a,d]. A oto irzy najwaznie]
przyklady metryk w tym zbiorze:

di(f,9) = max | f(t) - g(2)|,

asigh

d(f,9) = f HORFOIES

ds(f,g9) = (flf(i) - 9(t)l.2dt)

(Sprawdzié¢ aksjomaty. Dla d, w przykladzie b) i ds w prazykladzie ¢} nieréwn
tréjkata bedzie wykazana w nastepnej czedci ksiazki.) d) E dowolny zbidr, d(2,y) :
dla @ = y. Jest to jedna z tak zwanych dyskretnych metryk na E.

(Z kazda metryka jest zwiazana pewna topologia na E, a opisana metryka in
kuje topologie dyskretna.)

1/2

3. Kule, ograniczonosé i zupelnodé. W przestrzeni metryczre] F z metrj_i
d wyrézniamy podzbiory -
B(‘T‘.U}T) = {CL‘ = | d(fﬂg,ﬂf) < ?"},
Blzo,r)={z € E | d{z0,z) < r},
S(zo,r)={z € E| d{zo,2) = r},

ktore bedziemy nazywad odpowiednio kulg otwartq, kulg domknigty i sferq o érodku
w punkcie zy i promieniu 7. Nie nalezy jednak z tymi nazwami laczy¢ zbyt éci
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;n£ﬁlCYJﬂyCh wyobrazen zaczerpnigtych z przypadku trojwymiarowego, gdyz np. w
przestrzem opisanej w punkcie d) p. 2 wszystkie sfery o promieniu r # 1 sa zbiorami
pustyml
Podzbidr F C E nazywamy ograniczonym, jesli zawiera si¢ w pewnej kuli (o
oficzonym promieniuj,
' (iag punktéw z3,29,...,%,,... przestrzeni K jest zbieiny do punktu ¢ € E,
gli' 1im d{z,,a) = 0. Clag nazywamy ciggiem Cauchy’ego, jedli dla kazdego ¢ > 0
'me]e N N{g), takie ze d(xn,z,) < & dlam,n > N(e).

Przestrzen metryczng nazywamy zupelng, jesli dowolny ciag Cauchy’ego w tej
pr;zestrzem jest zbiezny. Z zupelnodci R i C dowodzonej w analizie wynika, ze prze-
8 rzeme R™ i C™ z dowolna z metryk d, d;, d, przykladu b) p. 2 sa zupelne.

._:4 Unormowane przestrzenie liniowe. Niech I oznacza przestrzen liniows
nad R lub C. Szczegdlnie wazna role graja metryki na-L spelniajace nastepujace
dwa. warunki:

gy d(l, i) = d(ly+ 1, Iy + 1) dla dowolnych [, 1, I, € L (niezmienniczoéé wzgledem
prfesumec)

- b) d(aly, aly) = lald(ly, ) {(mnozenie przez skalar a zwigksza odleglosci.|af razy).
“Niech d bedzie taka metryks. Nazwiemy norma wektora ! (wzgledem metryki
d):liczbe d(1,0), ktdra bedziemy oznaczaé przez ||| Z aksjomatéw metryki {p. 2) i
warunkdw a), b) wynikajg nastepujace wlasnosci normy:

ol =0, Hl=0,.  jesli 1#£0;
falll = lal - 1] dla kazdego a € K, l € L,

i+ Ll S Wl + ||l dla kazdych &, I; € L.

- Pierwsze dwie wlasnoéci sg oczywiste, a trzecig sprawdza sie nastepujaco:
I+ il = d(h + 12,0) = d(ls, 1) < (b1, 0) + (0, 1) = []| + [l

" Przestrzen liniowa wyposazona w funkcje || ||: L — R, speiniajacy podane powy-
zej trzy warunki, nazywamy przestrzeniq unormowang, :

©Na odwrét, norma wyznacza metryke: wprowadzajac odlegtosé wzorem d(ly, ly) =
lli—~12]|, tatwo sprawdzié, e spelnione s aksjomaty metrykii zaleznodé d({, 0) = ||7]|.
Przestrzent unormowana zupelna nazywamy preesirzeniq Banacha. Przestrzenie
" 1 C'" 2 kazda z norm wyznaczonych przez metryki okreslone w p. 2 sa przestize-
niami Banacha.

-Ogdlne pojecie zbieznosci w przestrzeni metrycznej wprowadzone w p. 3, w zasto-
sowaniu do przypadku unormowanych przestrzeni liniowych nazywa, sie zbzezﬂosczq
wzglgdem normy. Struktura liniowa pozwala wprowadzi¢ silniejszy warunek zbiezno-
- $ci szeregu niz zblezlggsc ciagu jego sum czesciowych wzgledem normy. A mianowicie

. Powiemy, ze szereg E l; jest bezwzglednie zbiezny, gdy zbieiny jest szereg f 1l

~ 5. Norma i wypukloéé. Nietrudno opisa¢ wszystkie normy na jednowymia-
OWej przestrzeni L, bowiem dowolne dwie rdiniq sig od siebie o czynnik dodatni.
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W istocie, niech | € L bedzie niezerowym wektorem i || ||z, || ||z dwiema norn
na L. Jesli ||{]|y = ¢l|ll]s, to |lallly = a] - |[{[1 = cla]-||{]|2 = {|al||; dla kazdego 4
W jednowymiarowej p;:zestrzem L z dowolng norma kofami (odpow1edmo
gami) bedziemy nazywad kola (odpow:edmo sfery) o niezerowym promieniu i ¢
w zerze. Jak wynika z poprzedzajacego rozumowania, zbiory wszysthkich kot i ok
sy jednakowe dlo kazdej z norm. Zamiast zadawad norme mozna wyréénié od
dajace jej kolo jednostkowe B albo okrag jednostkowy S: znajac B, otrzym
okrag S jako granice B, a znajac S, wyznaczamy B jako zbidr {al [l € 5, ]a
Zaohserwuimy, ze dla K = R kola sg odcinkami o srodku w zerze, a okregi t
punktéw symetrycznych wzgledem zera. =
Dla przeniesienia tego opisu na przestrzenie dowolnego wymiaru postuiym
pojeciem wypuklosci. Podzbiér £ € I nazywamy wypuklym, jesli dla dowol
dwdch wektordw Iy, l; € E i dla dowolnej liczby 0 < a < 1 wektor al; + (1
nalezy do F. To okreslenie jest zgodne ze zwyczajnym pojeciern wypuklosci
i R®: wraz z dowolnymi dwoma punktami (kodcami wektordw Iy 1 ;") zbidr:
zawieraé caly laczacy je odcinek (,kofice wektordw aly + (1 — a)ly”).
Niech || || oznacza dowolng norme na L. Oznaczmy B={le L ||l] € 1 4
{t € L{||lil = 1}. Obciecie || || na dowolna podprzestrzen liniowa Ly C L indu
norme na Lo. Wnioskujemy stad, ze dla dowolnej jednowymiarowej podpraestr
Ly C L zbidr Lo N B jest kolem w Ly, a zbidr Lo N 5 jest okr@glem — W znactzen|
poprzedzajacej definicji. Poza tym z nieréwnoéci trdjkata wynika, ze jesli [1,[2
0<a<i, to -
llaly + (1 = a)lell < af[uf] + (1 —a)lll] < 1,

tj. aly + (1 — a)lz € B, a wiec B jest zbiorem wypuklym.
Spelnione jest takze twierdzenie odwrotne.

6. Twierdzenie. Niech S C L bedzie zbiorem spelniajgcym warunki:

a) przecigcie SN Loy z dowolng jednowymiarowy podpraesirzeniq Lo Jjest okﬁ‘gg

b) zbidr B = {al!|a| <1,{ € §} jest wypukly. :
Wtedy istnieje jedyna norma || || na L, dla ktérej B jest kulg Jednostkowa;,
sferq jednostkowa.

Dowdd. Oznaczmy przez || |: L — R funkcje, ktora na kazdej jednowymiar
przestrzeni Ly jest norma o jednostkowym okregu rownym S N Lg. Jest oczyw
ze istnieje jedyna taka funkcja, potrzebujemy wiec tylko sprawdzié, czy speinia
nierownos¢ tréjkata. Niech i1,0, € L, ||| = Nl, Ll = N, N; # 0. St
warunek wypuklosci B do wektoréw N, Ny ', € S, otrzymamy

i M N7+ Ny

1
LA S I
N+ N, N+ AR

skad wynika
b A Ll S N+ Ny = |G+ 18]



§ 10. Przestrzenie liniowe unormowane 75

swierdzenie. Dowolne dwie normy || 1 i || |2 na skoticzenie wymiarowej
veni liniowej L sq réwnowazne w tym sensie, ze dla pewnych stalych dodatnich
' nierduwnodd

elifllz < Wl < 2l

peiniona dla kazidego | € L. W szezegdlnodei topologie, tj. pojecia zbieznosci,
adajgce obu normom sq jednakowe, o nadlo wszystkie skotiezenie wymiarowe
vestrrenie unormowane sq przestrzeniami Banacha.

. ' 3 )
6d. Ustalmy baze w L i rozwazmy naturalng norme ||Z]| = (En: |a:,-|2)
el

rzes x; oznaczylidmy wspolrzedne w tej bazie. Wystarcay sprawdzié, ze do-
olna norma | lix jest réwnowazna z naturalna,. Ogramczeme tej normy do sfery
wej wzgledem [i || jest ciagla funkc;ad wspolrzednych Z, przyimujaca tylko
atnie wartosci (CAa(glosc wynika z nieréwnosci tréjkata). Zatem jest ona oddzie-
od 0 stala ¢ > 0 i ograniczona z géry stala ¢ > 0 na podstavwe twierdzenia
sano—Weierstrassa (sfera jednostkowa Jest zbiorem ograniczonym i domknietym
cédem I ). Z nierédwnosci ¢ < ||} < ¢ spelnionej dla wszystkich [ € § wynika
08¢ c|llll < llx < B} dla wszystkick [ € L. Poniewaz L jest zupelna w
it zadanej przez norme || ||, a pojecia zbieznoici wzgledem réwnowaznych
, identyczne, L jest zupelna wzgledem kazdej z tych norm.

‘Norma odwzorowania liniowego. Niech L, M beda unormowanymi prze-
iami Hiniowymi nad tym samym cialem R albo C. O odwzorowaniu linjowym
M powiemy, Ze jest ograniczone, jesli 1stn1eje taka liczba rzeczywista N > 0,
Ia, kazdego [ € L spelniona jest nieréwnoéc j|f(I}|| < N{|!|| (po lewej norma w
o prawej w L). Oznaczymy przez L1 L, M) zbiér wszystkich odwzorowas ogra-
mzonych L - M idla kazdego f € LY(L, M) przez || f i[ bedziemy oznaczal kres
szystkich tych N, dla ktérych zachodzi nierdwnodé || f(1)|| < Njji||, I € L.

_’I‘w1erdzen1e. a) LML, M) jest przestrzeniq unormowang wrgledem funkcji

1€ +a) ()l = (M + M), laf@I < lalM-
atem f + g i af sa ograniczone, a przechodzac do kreséw dolnych, otrzymujemy
W +all <IF+all, Nafl = laliifl.

i IFll = 0, to dla dowolnego € > 0 ||f(D)]l < €||i]}, a to oznacza, ze 1A =0,
1gc:f = 0.
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b) Na sferze jednostkowej w L odwzorowanie [ — ||f({)}] jest funkcjy ciag
Poniewaz sfera jest zbiorem domknietym i ograniczonym, wiec ta funkcja jest og
niczonai przyjmuje wartoé¢ maksymalna. Diatego na sferze || f(I)il £ N, skad wyni
(HFON < Nl dla wszystkick [ € L. .

W trakcie dowodu wykazaliSémy tez, ze

LA = max{Jf(D)| | | € stera jednostkowa w L}.

10. Przyklady. a) W skonczenie wymiarowej przestrzeni L ciag wektordw [y, -,
In,...zbiega do wektora ! wtedy i tylko wiedy, gdy w pewnej (a wiec takie w kazd,
bazie ciag i-tych wspdlrzednych wektoréw I; zbiega do i-tej wspdirzednej wekiora {
inacze] méwiac, gdy f(h),.. ., f(la),. .. jest zbiezny dla kazdego funkcjonatu f € |
Tego ostatnjego warunku mozna uiywaé takie i w odniesieniu do nieskoricze;
wymiarowych przestrzeni, postulujac zbieznosé ciagu f(l;) tylko dla funkcjonal
ograniczonych f. Jednakze na ogdl prowadzi to do innej topologii na L, nazywa;
topologiq stabg.

b) Niech L oznacza przestrzen rzeczywistych funkcji rézniczkowalnych na [0

1/2
wyposazong w norme || f|| = ( [ f(t) dt) . Wtedy operator mnozenia przez

1
jest ograniczony, gdyz ] tf()Pdt < ] f(t)* dt, a operator g— jest nieograniczos
Istotnie, dla dowolnego calkowitego n > 0 funkcja 4/2n 4 11" nalezy do sfery j je
nostkowej, a norma jej pochodne] n‘/ﬁ — 00 dlan - co.

11. Twierdzenie. Niech [ ~Ls M - N bedq ograniczonymi odwzorowania
lintowymi przestrzeni unormowanych. Wiedy ich zloZenie jest odwzorowaniem ogi
RICZORYM OTAL

Ilgo £IL< ligl- I1£1l-

Dowéd. Jesli || F(D)]| < M} i flg(m)l| £ Nofjm|| dla wszystkich I € L, m € ]
to

llg o FINII < Nl £ < Mol

skad po przejéciu do kreséw dolnych otrzymujemy teze twierdzenia.
Cwiczenia

1. Wyznaczy¢ normy na R?, dla kidrych sferami jednostkowymi sa, odpow;edmo-
nastc;pugagce zhiory:
a)z? +y? < L
b) % +y* < r¥;
¢) kwadrat o wierzchotkach (£1,+1});
d) kwadrat o wierzchotkach (0, 1), (£1,0).
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Niech f(z) 2 0 bedzie dwukrotnie réZniczkowalna funkcja rzeczywista na
JCRi f"(z) < 0. Dowles¢, ze zbior {(z,y) e <& < b0<y < flz)} C R
-.wypukiy

Korzystajac 2 rezultatu éwiczenia 2, wykazaé, ze przy p > 1 zbidér {(z,y) |
Flr <l } € R? jest kulg jednostkows dla pewnej normy. Znalez¢ te norme i
ykaza,c nierdwnoéé Minkowskiego

(s + 0P + o2 + 32P)7 < (2l + )P + (ool + |3l?) 7.

4; Uogdlnié¢ rezultat ¢wiczenia 3 na praypadek R™.

5. Niech B oznacza sfere¢ jednostkowy wzgledem danej normy w L, B* — sfere
.;ednbstkowq dla indukowanej normy w L* = E(L K), K = R lub C. Podaé jawny
.-op;s B oraz obliczy¢ B* dla norm z éwiczeri 11 3.

§ 11. Funkcje operatoréw liniowych

1. W paragrafach 8 i 9 zdefiniowaliémy operatory postaci Q(f), gdaie f: L ~ L
f'bperatorem liniowym, a ¢ — wielomianem o wspdlczynnikach z ciala pod-
stawowego K. Jedli K = R lub C, przestrzen jest unormowana i operator f jest
raniczony, to Q(f) mozna okresli¢ dla szerszej klasy funkcji @ za pomocs przejicia
-anicznego.

-.'Oaramc:zymy sie tuf,a,g do rozpatrzenia funkcji holomorficznych Q, zadanych

r__zez szereg potegowy o niezerowym promieniu zbieznodci: @(f) = Z a;t. Okre-
:simy G(f) = §: a; f', jesli ten szereg operatorowy jest zbieiny bezwzglednie, tzn.

'Jesh. jest zbiezny szereg Z all fll'. (W najbardziej interesujacym dla nas przypadku

skonczeme wymiarowej pLZestrzem L, LYL,L) = L(L,L) i przestrzed wszystkich
_opeiatorow liniowych jest skonczenie wymiarows, przestrzenia Banacha; por. § 10,
QSC b) twierdzenia p. 9.).

2 Przyklady. a) Niech f bedzie operatorem nilpotentnym. Wtedy ||fi|| =
_cila dostatecznie duzych 1, wiec szereg Q(f) jest bezwzglednie zbiezny, a w 1stoc1e
jest on réwny jednej ze swoich sum czesciowych.

:b) Niech ||f|| < 1. Szereg }o'j ft jest bezwzglednie zbiezny oraz
=0

(-NE s = (SF)id-p=

i=0
zeczy wiscie,

(1d—f}§:f=' =i - N (Zf) id =)

1m0
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i przejécie do granicy przy N — oo koticzy dowdd. W szczegdlnosci, jedli || f || <
to operator id — f jest odwracalny.

¢) Nazwiemy operatorowq funkcjq wyktadniczq funkeje, przyporzadkowujaca, ope
ratorowi ograniczonernu f sume szeregu

R ¥

Poniewaz |[f*|| < [|fl|* {por. twiezdzenie § 10, p. 11}, a szereg liczbowy okreslz
jacy funkcje wykladnicza jest zbiezny jednostajnie na kazdym zbiorze ograniczonymni
wiec operator exp( f) jest okreslony dla kazdego operatora ograniczonego f i Je
funkcja ciagla swojego a,rgumentu :

Na przyklad, szereg Taylora E: i%Ltp(i)(i) przedstawiajacy ¢(f + At) mozn
=0 v :

formalnie zapisa¢ w postaci exp (At gf) . Oczywiscie, aby nadad sens tej rownosc
nalezy wyposazy¢ przestrzen funkcji nieskoniczenie rézniczkowalnych ¢ w norme
wykaza¢ zbieznosé¢ wzgledem tej normy.

Jako szczegdlny przypadek mamy exp(aid) = e id (tutaj a jest skalarem), a taixz
exp(diag (a1,...,6.)) = diag(expai,...,expa,). Fundamantelna wlasnoéé liczbe
wej funkcji wykladniczej, tj. e®e® = e““’ w ogdlnosci nie jest prawdziwa dla oper
torowej funkcji wykladniczej. Jednakze w pewnej waznej, chod szczegoine] sytuac
jest ona spelniona.

3. Twierdzenie. Jesli operatory f, g: L — L sq przemienne, &), fg = gf, to.

exp(f) o.exp(g) = exp(f + g).

Dowdd. Stosujac wzér dwumianowy Newtona i korzystajac z mozliwosel prz
stawlania wyrazow szeregu ‘Dezwzglfgdnée zbieznego otrzymujemy

exp{f) o exp(g (Z f)(z ) Z !.Uf} ¢ =

z>(} k>0 I\>0

= g D T =
“‘Z—-(Hg ——exp(f+g)-

m>€)

Przemiennodé g 1 f zostala wykorzystana poprzez zastosowanie wzoru dwumiano
wego do obliczenia (f + ¢)™.

4. Wniosek. Niech f:L — L bedzie operatorem ograniczonym. Wtedy odwzo
rowanie B — LY(L,L} : t = exp(tf) jest homomorfizmem grupy R na pewn
podgrupe multyplikatywnej grupy operatoréw odwracalnych w L1(L, L}. '

Zbiér operatorow {exptf |t € R} nazywamy jednoparametrowq podgrupg ope
ratorduw.
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5..Widmo. Niech f bedzie jakims operatorem w skofczenie wymiarowej i)rze-«
czeni, @(t) — szeregiem potegowym, dla kidrego szereg Q(f) jest zbieiny bez-
ﬁgltédnie- Latwo spostrzec, ze jesli Q(t) jest wielomianem, to w bazie jordanow-
dej-dla’ f macierz @Q(f) jest macierza gérnotrdjkatng z liczbami Q(A;) na prze-
-_ka-"tﬁej,'gdzie A; oznaczaly warto$cl wlasne f. Stosujac te obserwacie do sum cze-
'i:o'wych szeregu () 1 przechodzac do granicy, wnioskujemy, ze to samo jest praw-
dziwei dla dowolnego szeregu Q(t). W szczegdlnosci, jesli S(f) jest widmem f, to
(Q(f)) = Q(S(f)) = QM | X € S(f). Co wiccej, jesli uwzglednié krotnodci pier-

iastkéw wielomianu charakterystycznego A;, to Q(S(f)) bedzie widmem Q(f) z
wggiqdnieniem prawidlowych krotnosci. W szczegolnosci,

T n

det{exp f) = [ exp A = exp (Z /\;) =expTrf.
=1 =1

rzechodzac do formalizmu macierzowego, odnotujemy jeszcze dwie proste wlasno-

i. ktérych dowodazi sie w podobny sposdh:

“a) @A) = Q(A);

b Q(A) = Q{A), gdzie kreska nad symbolem oznacza sprzezenie zespolone i

gdzie zalozyliémy, ze wspdlczynniki szeregu () sa rzeczywiste.

Uzywajac notacji wprowadzone] w § 4 1 korzystajac z powyzszych wlasnodci

‘odwzorowania, exp, udowodnimy nastepujace twierdzenie odnoszace si¢ do teorii kla-

-syéznycil grup Liego (tutaj K = R lub C).

. 6. T'wierdzenie. Odwzorowanie exp preeprowadza gl (n, K),sl(n, K), 6 (n, K),
4{n), su{n) edpowiednio w GL(n, K), SL(n, K), SO{n, K}, U(n), SU(n).

“Dowdd. Przestrzes gl (n, K) jest odwzorowywana w GL(n, K), gdyz zgodnie 2
whioskiem p. 4 macierze postaci exp A sg odwracalne. Jedli TrA =0, to detexp A =
jak to pokazalismy w poprzedzajacym Punkcﬁe:. Z warunku A + A' = 0 wynika, ze
{exp A)(exp A)t = 1, a 2z warunku A+ A" = 0 wynika, e (exp —A)(exp 4A)* = 1. To
koticzy dowdd.

7. Uwaga. We wszystkich wymienionych przypadkach obraz exp zawiera pewne
ofoczenie jednoéci odpowiedniej grupy. Dla dowodu mozna wprowadzié funkeje lo-
garytm dla operatoréw f spetniajacych warunek {|f —id|| < I, uzywajac znanego

waoru log f = - (=1t 5 owiess, se £ = expllog f).
n>l

~Jednakze obrazem odwzorowania exp nie jest na ogdl cala grupa, tzn. nie jest
ono surjektywne. Na przyklad, nie istnieje macierz A € sl(2,C), taka ze exp 4 =

: 1
0 -1 | € SL(2,C). Istotnie, A nie moze by¢ diagonalizowalna, gdyz wéwczas

takieiexp A bylaby diagonalizowalna. A zatem wartoéci wiasne A musza byé réwne,
azeslad A jest réwny zeru, wiec musza byé réwne zeru. Ale wowczas wartosci wlasne

P A bylyby réwne 1, podczas gdy wartosci whasne ! ) sa rowne —1.

0 -1
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8§ 12. Rozszerzenie zespolone i zwezenie rzeczywiste:

1. W paragrafach 8 i 9 przekonalismy sie, ze w przypadku ciala algebraic
domknigtego struktura geometryczna operatoréw liniowych jest odzwierciedlon
przejrzystej postaci kanonicznej ich macierzy. Dlatego nawet wtedy, gdy rozwaz
przypadek rzeczywistych skalardw, bywa dogodnie wprowadzié liczby zespolone
tym paragrafie rozpatrzymy dwie podstawowe operacje, rozszerzenie i zwezenie
skalaréw, w zastosowaniu do przestrzeni i operatoréw liniowych. Najwiecej u
poswiecimy na przejécie od R do C {kompleksyfikacja inaczej rozszerzenie zespol
oraz przejscie od C do R (realifikacja, czyli zwefenie rzeczywiste} i tylko kr'
wspomnimy o ogdlniejsze] sytuacji. -

2. Zwezenie rzeczywiste. Niech L bedzie przestrzenig liniowa nad C. P
mifimy mozliwoéé¢ mnoZenia wektoréw z I przez dowolne liczby zespolone i o
niczmy sie tylko do mnozenia przez elementy R. Oczywis'cie otrzymarmy w ten spo
przestrzen liniowa nad R, ktdra bedziemy oznaczaé przez Ly i nazywaé realtﬁk
lub zweseniem rrzeczywistym L.

Niech L, M beda dwiema przestrzeniami liniowymi nad C, f: L — M — odw
rowaniem liniowym. Qczywiécie, f rozpatrywane jako odwzorowanie Lp — Mg je
w dalszym ciagu liniowe. Bedziemy je oznaczaé fg i nazywad zwezeniem rzeci
stym f. Jest jasne, ze mamy idg = id, (fog)r = frogr; (af +bg)r = afp+0
jeslia, be R.

3. Twierdzenie. a) Niech {e1,...,en} bedzie bazq przestrzeni L nad C. Wie
{e1,. . &m,1€1,..., 1€} jest bazq przestrzenz Lr nad R 1 w szezegolnoder,

dimg Lr = 2dime L.

b) Niech A = B + iC bedzie macierzq odwzorowania liniowego f:L — M
bazach {e,...,en}, {€l,... ,e.} nad C, gdzie B oraz C sq macierzami rzecs
stymi. Wiedy macierzg odwzorowama liniowego fr: Lp — Mg w bazach {ey, ..
ie1y. .. ten ), {€), ..., el tel, ... iel} jest

(e %)

Dowdd. a) Biorac dowolny wektor [ € L, mozemy zapisad

[ = Zakek = Z by + 2o )ex = Zbkek + ch(iek),
kzzl k=1 kel

gdzie by, ¢; sa odpowiednéo rzeczywistq 1 urojong, czescia ax. Diatego zbidr {ek, ;
rozpina Lp. Jedli Zj biep + Z ¢r(ieg) = 0, gdzie by, o € R, to by +icy = 0 na moc

liniowe] nlezaleznoscx {e,.. Bm} nad C, skad wynika by = ¢, =0 dla ka,?dego
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) ﬁgodnie z definicja A moZemy napisaé
flen, o em) = (e, .. s€x)(B +1C),

ad a mocy liniowoéci nad C,

flier,. .. ien) = {ie},... i€ )(—C + iB).

Konczy dowdd.
’-Wniosek Niech f: L — L bedzie operatorem liniowym w skoviczenie wymia-
wej i preestrzent L. Wiedy det(fr) = | det f}2.

'_:‘owod Niech f bedzie przedstawxonew bazie {e1, ..., en} przez macierz B+iC
(gdme B i C sa rzeczywiste). Wtedy, stosujac elementa,rne operacje (od razu w
odniesieniu do blokéw macierzy) najpierw na wierszach, a potem na kolumnach

otrzgmamy

_ _ B -C\ _ B+iC —-C+iB Y _
- det(fR)—-det( . B)_det( C B )_

C B —iC
= det £ - dobF = | det fI2.

=det(3+ic o ):det(B+iC)-det(B—iO)x

‘5. Zwezenie ciata skalaréw: przypadek ogdlny. Jest z pewnosciy jasne, jak
mozemy. uogdlnié¢ rozwazania p. 2. Niech K bedzie dowolnym cialem, K — jego
podcialem, a L, — przestrzenia liniows nad K. Pomijajac mozliwo$¢ mnozenia przez
dowolne elementy ciala K i ograniczajac je tylko do elementéw z K, atrzymamy prze-
strzen liniowa, L nad cialem K. Analogicznie, odwzorowanie f: [ — M liniowe nad
1zechodzi w odwzorowanie liniowe fi Ly — M. Jednym z uzywanych okreslen
‘operacji jest zwgzenie ciala skalardw (z K do K). Jest jasne, ze mamy ide = id,
Og)fc—f;cag;c, (af + byl = afx + byx, jeslia, b€ K.

= Réwniez i clalo K mozna uwazaé za przestrzen liniowa nad K. Jedli ta przestrzen
ma, - Wymiar skonczony, to wymiary dimg L i dimg Ly sa zwigzane wzorem

dimg Ly = dimx K dimg L.

& dOWOdu wystarczy sprawdzié, ze jesli {e1,...,e,} jest bazg L nad K, a {b,...,
}__bazac K nad K, to {biey,...,bien; . ;bmer, ..., bnen} stanowi bazg [ nad K.

b
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6. Struktura zespolona na rzeczywistej przestrzeni liniowej. Niech
bedzie zespolong przestrzenig liniows, a Lp — jej zwedeniem rzeczywistym. )
odtworzenia w pelni mnozenia przez liczby zespolone w L wystarczy znaé operat
J:Lr — Lg mnozenia przez i: J([) = 1l. Ten operator jest oczywiscie liniowy p;
R i spelnia warunek J? = —id; jesli jest on wyznaczony, to dla dowolne; hcz
zespolonej ¢ + 1b, ¢, b € R mozemy napisaé

{a+ib)l = al + bJ (D).

Ta obserwacja prowadzi nas do nastepujacego waznego pojecia.

7. Definicja. Niech L bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa. Wybor oper
tora liniowego J: L — [ spelniajacego warunek J* = — id nazywamy zadaniem u
struktury zespolonej.

Opisana wyzej struktura zespolona w Lp jest nazywana kanoniczng. Motywa,
dla wprowadzenia takiej definicji dostarcza. nastepujgce twierdzenie:

8. Twierdzenie. Niech (L, J) bedzie reeczywisty przesirzeniq liniowq ze str{;
turg zespolong. Jesli zadaé na L operacje mnozenia przez liczby zespolone 2 C-
POMOCq WzoTy

(a+ bi)l = al + bJ(]),

to w ten sposdb zostaje okresiona w (zbiorze) L struktura zespolonej praestrzent
niowej L, dla ktdrej Ly = L.

Dowaod. Oba aksjomaty rozdzielnoécl wynikaja latwo 2 linjowosel J | wzoru
dodawanie liczb zespolonych. Sprawdzimy aksjomat rozdzielnoéci mnozenia:

(a+ b2)[(c+ di)l]=(a+ bz')[_cl + dJ(O] = alcd + dJ{D)] + bl + dJ ()] =
= qel + adJ (1) + beJ (1) — bdl = (ac — bd)] + (ad + be)J(1).
= [ae — bd + (ad + beill = [(a + bi)(e + di)]L.
Pozostale aksjomaty sa automatycanie speinione, poniewas L 1 L sa identyczne j Ja,
grupy wzgledem dodawania.

9. Wniosek. Jesli (L, J) jest skoriczenie wymiarowq prrestrzentq ze struktﬁ;
zespolong, to dimp L = 2n jest liczbg parzystq, a macierzq J w odpowiednio dobran

bazie jest macierz
0 -k,
E, o )

Dowdd. Iatotme dimg L = ZdlmcL na mocy twierdzenia p. 7 1 punktu
twierdzenia p. (skonczonosc wymiaru I, wynika stad, e dowolna baza nad-
przestrzeni L rozpina I nad C). Wybierzmy teraz baze {e1,.. ...} pmestrzem.



a,d 'C. Macierza mnozenia przez ¢ jest w tej bazie macierzi F,, skaﬂci na mocy punkiu
) twierdzenia p. 3 wynika, e macierz operatora J w bazie {e1,...,¢€n; t€1,. .., 1€}
rzestrzeni L ma podana postac.

1(} Uwagi. a) Niech L bedzie przestrzenia zespolona, g: I — Lg — odwzoro-
arilem R-liniowym. Rozwazmy problem, kiedy istnieje takie odwzorowanie liniowe
S~ L, ze g = fr. Oczywiscie jest konieczne, aby ¢ bylo przemxenne z operato-
em. naturalnej struktury zespolonej J w Lg, gdy2 g(il) = g(JI) = ig(l) = Jg(I) dla
szystkich [ € L. Ale jest to takze warunek dostateczny, gdyz z niego automatycznie
wynika liniowos¢ g nad C:

9((a + bi)D) = ag(d) + ba(il) = agll) + bgJ (1) = ag() + bTg(l) =
= (a + bJ)g(I} = (a + bi)g{l).

: :b) Niech teraz L bedzie rzeczywisty przestrzenia parzystego wymiaru,a f1 L — L
- R-liniowym operatorem. Rozwazmy zagadnienie, kiedy mozna na L wprowadzié
_taka strukture zespolona J, Ze f bedzie zwgzeniem rzeczywistym C-liniowego odwzo-
wania g: L — L, gdzie tak jak wyze] I oznacza przestrzen zespolong zbudowana z
‘za, pomocy J. Czesciowa odpowied?Z odnoszaca sie do przypadku dimp L = 2 jest
nastepujaca: poszukiwana struktura zespolona istnieje, jesli L nie zawiera wekto-
row wlasnych f. Istotnie, wéwcezas f ma dwie wzajemnie sprzezone wartodci wlasne
Ndip, A p € R, p# 0. Zdefiniujmy J = p~!(f — Aid). Na mocy twierdzenia
‘Hamiltona~Cayleya, f2 — 2Af + (A% + p?)id = 0, skad

JE= p R <20+ A%id) = —id.
Ponadto J jest przemienne z f, co koficzy dowdd.

- 11. Kompleksyfikacja. Rozwazmy teraz ustalons rzeczywista przestrzen li-
niowg L 1 wprowadzmy strukture zespolona J na zewnetrznej sumie prostej L& L
23 POTNOCE WZOTrU

J(h, 1) = (~Ia, 1),

Jest oczywiste, ze J 2 = —1. Kompleksyfikacjq przestrzeni L bedziemy nazywadé ze-
- “spolong przestrzen L@ L wyznaczona przez te strukture. Te przestrzen bedziemy
oznaczaé przez LC, a innymi standardowymi oznaczeniamisg C@p L lub C P L;
ich pochodzenie wyjadni sic po wprowadzeniu iloczynéw tensorowych przestrzem
lmxowych Utozsamiajac L z podprzestrzenia wektoréw postaci (1,0} w L@ L i ko-
;._-_'rzysta.mc z tego, ze 3(1,0) = J{I,0) = (0,1), mozemy przedstawi¢ dowolny wektor
£ LC w postaci

(I, 1) = (h,0) + (0,13) = (1, 0) + i(Ip, 0) = &y + il

Innym; stowy, LC = L@ iL, ale ta suma jest suma, prosta nad M, a nie nad C!
Dowolna baza I nad R jest baza LY nad C, skad wynika dimg [ = dime LC.
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g
.
]



84 Czesé 1. Przestrzenie liniowe I odwzorowania liniowe

Rozwazmy teraz odwzorowanie liniowe f: L — M przestrzeni lintowych n'
lem R. Wéwczas odwzorowanie f€ (lub f ® C): LE — M, okreslone wzo'

fc(li, L) = (f(lx), f{lz)):

jest liniowe nad R i komutuje z J, gdyz

J(h, ) = f(—la, ) = (= f(l), f(L)) = Jf(l1, ).

Zatem jest ono C-liniowe — nazywamy je kompleksyfikacjq odwzorowania,
widcie, 1d% = id, (af + b9)% = af€ + bg€ dla ab € Ri (f¢)C = fO4°, Tra
bazy L1 M Jako bazy 0dpow1edmo wiCiM c , waioskujemy, Ze macierz
rowania f wzgledem wyjéciowej pary baz jest 1dentyczna z macierza, fc'
tej "nowej” pary baz. W szczegdlnosci, (zespolone) wartosci wlasne odwzo'
i f€ iich formy jordanéwskie sq identyczne.

Przyjrzyjmy sie teraz temu, co dzieje sie prazy skladaniu operacji zquen
czywistego 1 rozszerzenia zespolonego w jednej i drugiej z mozliwych kole;n

12. Najpierw kompleksyfikacja, potem realifikacja. Niech L bedz
strzenia, rzeczywista. Twierdzimy, ze istnieje naturainy izomorfizm

(IR — LB L.

Rzeczywiscie, na mocy konstrukcii, L€ jako przestrzen rzeczywista jest 1éen
2 L@ L. Analogicznie, (f€)r — f@ f (w znaczeniu powyzszego utozsamieni
dowoinego R-liniowego odwzorowania f: L — M.

Zlozenie w odwrotnej kolejnoéci prowadzi do nieco mniej oczywsstej odp o
Wprowadzmy nastepujace pojecie.

13. Definicja. Niech L bedzie przestizeniy zespolona. Spragiong przest
zespolong L nazywamy zbidr L z ta sama struktura grupy addytywnej; leczw
mnozentem przez skalary z €, ktdre chwilowo oznaczymy przez a  /:

a+x{=7dal dladowolnychae C, € L.

Aksjomaty mozna sprawcizm bez trudu, jedli wykorzystac znane wiasnos_
senia ab = q - b1a+b—a+b
Analogicznie, jesli (L,J) jest rzeczywisty przestrzenia ze struktura,,
J, to operator —J takze okredla strukture zespolona, ktdrg nazywa sigsp
z wyjsciows. W oznaczeniach twierdzenia p. 7, jeshi I jest przestrzenis zesp

odpowiadajacs (L, J), to L odpowiada (L, —J).

14. Najpierw realifikacja, potem kompleksyfikacja. Teraz moée__fn}_’
wolnej zespolonej przestrzeni liniowej L zbudowad kanoniczny izomorfizm

fi(Lr) » L@ L.
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celu zauwazmy, 2e na (Lg)C istnieja dwa R-liniowe operatory: operator
Znej'struktury zespolone] J(I;, 1) = (—{3,1;) i operator mnozenia przez 1,
ajacy wy_]SCIOW@j strukturze przestrzeni zespolonej w L: 1(ly, [p) = (¢l,¢ly).
T komutuje z i, jest on C-liniowy wzgledem tej struktury. Z J* = ~id
my, ze ma on wartodci wlasne £i. Wprowadzmy standardowe oznaczenia
_dprzestrzem odpowiadajacych tym wartodciom wlasnym:

LW ={(l, ) € (L) | I(l1, 1p) = i(ly, 1)},
L% = {(h, 1) € (Lr)® | J(h, b) = ~i(h, b))

blOI‘Y L0 i L% s zespolonymi podprzestrzeniami w (Lr )€ 1 jest jasne, Ze s3
kniete wzgledem dodawania i mnozenia przez liczby rzeczywiste, a domknie-
sledern mnozenia przez liczby zespolone wynika stad, ze J jest przemienne 2
em przez . Pokazemy teraz, e (L R)O L@ [°4) a ponadto, se L1 jest
aly sposéb izomorficzne z L, a L jest w naturalny sposéb izomorficzne

okredlenia od razu wynika, ze L0 skiada sie z wektordw postaci (I, ~il), a
torow postact {m,im). Dla danych Iy, I, € L réwnanie {I;,1) = (I, —¢l) +
;ﬁiéwia.(iomych lim ma jednoznaczne rozwigzanie | = %(!1+z'lg), m = «%(!1—
owodzi, ze (Lr)¥ = LY@ L%, Odwzorowania L — LY : [ ws (I, —3l)
CLOY 2 1 (1Lal) sa, Reliniowymi izomorfizmami, a poza tym komutuja
niem ¢ na L, L oraz z dzialaniem J na L'®, L9 pa mocy definicji. W ten
iasza konstrukcja jest zakonczona.

siliniowe odwzorowania przestrzeni zespolonych. Niech L, M beda,
onyini przestrzeniami liniowymi. Odwzorowanie f: L — M nazywa si¢ odwzo-
m pétliniowym (lub entyliniowym), jeéli jest ono odwzorowaniem liniowym
M Innymi stowy f jest homomorfizmem grup addytywnych i zachodzi

ozszerzeme ciala skalaréw: przypadek ogéiny. Niech tak jak w p. 4
dzie dowolnym cialem, a K — jego podcialem. Wiedy dla dowolnej przestrzeni
 nad K mozna okreslié przestrzed liniowa, K ®y L, inacze] LK 2 ¢lalem
‘1 0 niezmienionym wymiarze. Przed wprowadzeniem jezyka iloczyndw
_Ch podanie ogdlnej definicji L¥ jest niewygodne, ale dla praktycznych ce-
Wwystarczyé nastepujacy substytut: jesli {ej,...,e.} jest baza L nad K,

sklada sig ze wszystkich for malnyeh kombinac)i hiniowych {z ae; | a;

) mda te sama baze nad K. W szczegélnosei (K")¥ = K" Kazdemu
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K-liniowemu odwzorowaniu f: L — M mozna przyporzadkowaé K-liniowe odw

rowanie fE: LE — MK jesli f jest zadane przez macierz wzgledem pewnych.

LiM, to X jest zadane przez te sama macierz. .
Na zakoficzenie podamy jeszcze jedng wlasnosé kompleksyfikacji.

17. Stwierdzenie. Niech f: L — L bedzie operatorem liniowym w rzeczyui;
przestrzent wymiary > 1. Wdwezas f ma podprzestrzen niezmienniczq wymzar
lub 2.

Dowdd. Jesli f ma rzeczywista warto$¢ wlasna, to podprzestrzen rozpieta pr
odpowiadajacy jej wektor wlasny jest niezmiennicza. W przeciwnym przypac
wszystkie wartodci wlasne sg zespolone. Wybierzmy jedna z nich A 4 2p. Jest ¢
takze wartoscia wlasna, f€ w L€, Niech [y + il € LY, I, € I, bedzie wektor
wlasnym odpowiadajacym tej wartosci wiasnei. Zgodnle z okresleniem

FOU + il = f(h) +if(h) = (A +ig)(l +ily) =
= (M = ply) +i(pl + iMy).

Stad wnioskujemy, Ze f)y = (M ~ ply), f(ly) = ply 4+ M, tj. powloka lin
{li, 1.} w L jest f-niezmiennicza. '

§ 13. Jezyk teorii kategorii

1. Okreslenie kategorii. Kategorie C stanowia nastepujace dane:

a) Klasa (albo zbiér) Ob C, kibrego elementy nazywaja sie obiektami kateg

b) Klasa (albo zbidr) Mor C, ktorego elementy nazywaja ste morfizmamsi lmte _
tub strzatkams.
¢) Kazdej uporzadkowanej parze obiektéw X, Y € Ob C jest pmypouaddkowa
zbiér Home (X, Y) < Mor C, ktérego elementy nazywajg su@ morfizmamsi z X w

kidre sa, oznaczane X — Y lub fi X - Y, Jub takze X Ly,
d) Dla kaidej uporzadkowanej tréjki obiektow X, Y, Z & Ob( zadane
odwzorowanie

Homg(X,Y) x Home(Y, Z) — Home(X, Z),

przyporzadkowujace kazdej parze morfizméw (f, g) morfizm g f albo go f, nazy
ich superpozycjg tub zloZeniem.
Te dane zwigzane s34 nastépuiacymi warunkami
e} Mor C jest suma rozlaczng | JHome(X,Y), pray czym sumuje si¢ po zb
wszystkich par uporzadkowanych X, Y € Ob (. Innymi stowy, dla kazdego mor
mu f istniejs jednoznacznie wyznaczone obiekty X, Y, takie ze f € Homye(
poczgtek X 1 koniec Y strzalki f.
f} Sktadanie morfizméw jest laczne.

>
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g) Dila kazdego ob;ektu X istnieje morfizm identycznosciowy idx € Homeg (X, X)),
nacsy taki, ze idy of = foidy = f, jeéli te zlozenia sg okreslone. Nietrudno
ostizec, € taki morfizm jest tylko jeden: jedli idy jest innym morfizmerm o tych
1asnosc1ach to idy = idy oidy =idx.

Morfizm f: X — Y nazywa sie izomorfizmem, jesli istnieje taki morfizm ¢: ¥ —
zegof idx, fog = idy.

9. Przyklady. a) Kategoria zbiordw Set. Jej obiektami sa zbiory, a morflzmami
ddwzorowama zbiorow,

b) Kategoria Ling przestrzeni liniowych nad ciatem K. Jej obiektami sa prze-
enie liniowe, a morfizmami odwzorowania liniowe.

¢) Kategoria grup.

d) Kategoria grup abelowych.

Rozréznienie pomiedzy klasg a zbiorem jest dyskutowane w aksjomatycznej te-
'mnogosm i jest konieczne dla ominiecia znanego paradoksu Russella. Nie kazda
oiekqa elementéw tworzy zbidr, gdyz pojecie ,zbidr wszystkich zbiordw, kidre nie
awieraja samego siebie jako elementu” jest samo w sobie sprzeczne. W aksjomatyce
_eIa,—Berna.ysa takie kolekcje zbioréw nazywa sie klasami. Technika teorii kate-
'.gorn' wymaga grupowania obiektow w kolekcje, lezace w mebeszecznej bliskosci do
kich paradoksalnych sytuacji. Jednakie my nie bedziemy poswiecad uwagi takim

3. Diagramy. Poniewaz aksjomaty kategorii nie méwia nic o teoriomnogoscio-
strukturze obiektdw, na ogdl nie mozna odwolywaé si¢ do pojecia ,elementu”
biektu. Wszystkie podstawowe konstrukcje ogélnej teorii kategorii i ich zastosowa-
do konkretnych kategorii przewaznie formuluje si¢ w terminach morfizméw 1 ich
uperpozycji. Wygodnym 3szkzem dla takich sformulowan jest jezyk diagramdw.
przyk}ad zamiast mowié, ze mamy cztery obiekty X, ¥, U, V 1 cztery morfizmy
‘€ Home(X,Y), g € Homeg(Y, V), h € Home{X,U) i d € Home(U, V), takie ze
f =dh; powiemy, ze dany jest kwadrat przemienny

Nxeco ogdlniej, daagmm to zorientowany graf, ktérego wierzcholki sa oblektaml
krawedzie sa morfizmami, np.

l
T — N

|
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Diagram nazywamy komutatywnym (przemiennym), jeéli dowolne dwie drogi prows
dzace wzdtuz jego strzalek z jednakowym poczatkiem i koficem odpowiadaja, jed
kowym morfizmom,

W kategorii przestrzeni liniowych, a takze w kategorii grup abelowych szczegdln;
wazna jest klasa diagraméw nazywanych kompleksami. Kompleks ma postaé ciag
skonczonego lub nie, obiektow i strzalek

X =Y U=V,

spelniajacego nastgpujacy warunek: superpozycia dowolnych dwdch kolejnych str
tek jest morfizmem zerowym. Zauwazmy, Ze pojecie zerowego morfizmu nie nalezy
ogdlnych kategorii, lecz jest specyficzne dla przestrzeni linjowych i grup abelowye
oraz dla specjalnej kasy kategorii — tzw. kategorii addytywnych. Czesto obiekt
morfizmy wystepujace w kompleksie indeksowane sa kolejnymi liczbami calkowitymi
wzietymi z pewnego przedziaiu:

o X B X xS X B

Taki kompleks przestrzeni liniowych (albo grup abelowych) nazywa sie dokladnym
wyrazie X;, jesli Im fi.1 = Ker f; (zauwazmy przy tym, Ze wystepujacy w okresleniy
kompleksu warunek fiof;_1 = 0 oznacza tylko, ze Im f;..q C Ker f;). Kompleks, kt
jest dokladny we wszystkich wyrazach nazywa sie dokfadnym lub acyklicanym, albs -
ciggiem dokladnym. :
Oto trzy najprostsze prayklady:

a) Ciag 0 — L Lo M jest zawsze kompleksem, a jest dokladny w wyrazie
wtedy i tylko wtedy, gdy Keri jest obrazem przestrzeni zerowej, Innymi slowa
dokladnoéé jest tutaj tylko innym okreéleniem injektywnosci . '
b) Ciag M L+ N ~—» 0 jest zawsze kompleksem; dokladnosé w wyrame N
oznacza, ze Imj = N, tj. ze 7 jest snr;ekqac
¢) Kompleks 0 — L ~2 M ~Lo N — 0 jest dokladny, jedli i jest injekcja

jest surjekcja oraz Imi = Ker j. Utozsamiajac L z obrazem ¢ — podprzestrzenig
M, mozemy nastepnie utozsami¢ N z przestrzenia ilorazows M/L i w taki spos
podobne ,trdjki doktadne” sy odpowiednikami tréjek (L C M, M/L).

4. Naturalne konstrukcje i funktory. Takie konstrukecje, ktére po zasto
waniu do obiekidéw pewnej kategorii daja, znowu obiekty kategorii {te] samej lub
innej) maja w matematyce niezwykle wazne znaczenie. Jesli te konstrukcje sq jedr "
znaczne (nie sy, zalezne od dokonywania nieckredlonych wyboréw) i s uniwersei_l
stosowalne, to czesto okazuje sie, Ze przenosza, sie one takie i na morfizmy. Aksjom
tyzacja szeregu przykladédw doprowadzila do waznego pojecia funktora, ktére zreszta,
jest takze naturalne z punktu widzenia samej teorii kategorii.

5. Definicja funktora. Niech C, D beda dwiema kategoriami. Funktorem
z kategorii C' do kategorii [ nazywamy pare odwzorowan {zazwyczaj oznaczanyc
takie przez F') Ob C — Ob D, Mor C — Mor D, spelniajacych nastepujace warun
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~a)jeshi f € Home (X, Y), to F(f} € Home(F(X), F(Y));
b) Fgf) = F(g}F(f) zawsze gdy zlozenie g f jest okreslone oraz F(idx) = idr(x)
la wszystkich X € ObC.
. Tak okreslone funktory zazwyczaj nazywane sa funktorami kowariantnymi. Okre-
4 sie takze funktory kontrawariantne, ,odwracajace strzalki”, dla ktérych warunki
a) i b) zamienione zostajg na:

a) jesli f € Home(X,Y), to F(f) € Home(F(Y), F(X));
V) Flgfy=F(f)F(g}i F(ldx) idgx) -
. Mozna uniknad tego rozréznienia przez wprowadzenie konstrukeji, przyporzad-
kéﬁujagcej kazdej kategorii C kategorig C° do niej dualng zgodnie z nastepujacym
okresleniem: ObC' = 0b(C°, MorC' = MorC? i Home(X,Y) = Home. (Y, X), a
f'I')"rzy tym superpozycji ¢f morfizméw w C odpowiada superpozycja fg tych samych
orfizméw w C°; ale skladanych w odwrotnym porzadku. Wygodaie ozraczaé przez
X0, % obiekty i morfizmy w C° odpowiadajace obiektom i morfizmom X, f w C.
‘Wiedy diagram przemienny w C

Xw——-*Y

N/

_:b._dpowiada, nastepujacemu diagramowi przemiennemu w %

Xc_,___m_ Yo

A/

" (Kowariantay) funktor F:C' — D° moina utozsamié z kontrawariantnym funk-
torem F:C — D, okreslonym przez podana wyzej definicje.

6. Przyklady. a) Niech K bedzie ciatem, Ling — kategoria przestrzeni linio-
wych nad K, Set — kategoria zbioréw. W paragrafie 1 opisaliémy, jak z kazdym
;_."vzblorem 5§ € ObSet jest zwiazana przestizen liniowa F(8) € ObLing funkcji
. na S o wartoSciach w K. Poniewaz jest to naturalna konstrukcja, mozna ocze-
kiwa¢, ze istnieje jej rozszerzenie do funktora. Tak tez jest rzeczywiscie. Funkior
ten jest kontrawariantny: morfizmowi f:8 — T przypisuje odwzorowanie liniowe
F(f): P(T) - F(S), nazywane podniesieniem albo obrazem odwrotnym funkeji, a
ktére najczesciej bywa oznaczane przez f*:

F@)=vof, gie [:8 T, T - K.

'.___'.Innymi stowy, f*(¢) to taka funkcja na S, ktérej wartoéci sa stale na ,widknach”
f7(t) edwzorowania £ 1 na takim wldknie wynosza (). Dobrym zadaniem dla
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czytelnika bedzie sprawdzenie, ze w ten sposéb rzeczywiscie zostal skonstruowa,'
funktor.

b) Odwzorowanie dwoistosci Ling — Ling, zadawane na obiektach wzore,
L — I* = L(L,K), a na morflzmach wzorem f ~ f* jest kontmwarmntny
funktorem z kategorii Ling w siebie. W istocie zostalo to udowodnione w § 7.

¢) Operacje kompleksyfikacji i realifikacji rozwazane w § 12 okreélaja funkio,
Ling — Ling i1 Ling — Ling odpowiednio. To samo dotyczy ogdluych konstrukg
rozszerzenia i zwezenia ciala skalaréw, opisanych pokrétce w tymze § 12.

d) Dla dowolnej kategorii C 1 dowolnego obiektu X € ObC sy okreslone dw
funktory z € do kategorii zbiordw: kowariantny hyx:C — Set i kontrawarlan
X C — Sete.

Definiuje si¢ je nastepujaco: hx{¥) = Homc(X, Y), hx(f:Y — Z) jest od
rowaniem hx(Y) = Hom¢(X,Y) — hx(Z) = Home(X, Z), ktdre przypisuje mor,
zmowi X — Y jego zloZenie z morfizmem f: Y — Z, '

Analogicznie A% (Y) Home(Y, X}, natomiast A¥(f:Y — Z) jest odwzomw
niem A% (Z } = Homeg(Z, X) ~» X (Y} = Home(Y, X), ktére praypisuje morfizmor
Z ~» X jego zlozenie z morfizmem f:Y — Z. :

Cazytelnik sprawdzi, ze hx 1 A% rzecaywiscie sa funktorami. Nazywaja, sie. )
funktorami reprezentujgcymi { przedstawiajgeymi) obiekt X kategorii. .

Zauwazmy, ze dla kategorii C = Ling mozna traktowaé by i A% jako funkto:
o wartoéciach w Ling, a nie jedynie w Set. :

7. Skladanie funktordéw. Dla danych ) iR C, %5 O trzech katego
i dwdch funktoréw miedzy nimi okreslimy zlozenie GF:Cy — (s jako teoriomn
goéciowe zlozenie odwzorowan na obiektach i morfizmach. Trywialne sprawdzen
pokazuje, ze jest ono takze funktorem.

Mozna wprowadzid ,,ka,tegorlf; kategorii”, ktére] obiektami sa kategorie, a m’bf_
zmami sa, funktory!

Jednakze jeszcze wazniejszy jest nasiepny stopien tej wysokiej drabiny abst
¢ji, a mianowicie kategoria funktoréw. Ponize] opiszemy tylko pokrdtee, czym
morfizmy funktordw. '

8. Naturalne przeksztalcenia naturalnych konstrukeji albo morfiam
funktoréw. Niech F, G:C — D beda dwoma funktorami o wspdlnym poczactk;j
koricu. Morfizmem funktoréw ¢: F' — G nazywamy klase morfizméw obiekidw ¢(X

F(X) — G(X) z kategorii D, ktdra zawiera dla kazdego obiektu X kategorii C tylk
jeden morfizm, spelniajacych nastepujacy warunek: dla kazdego morfizmu f: X -—+'
w kategorii C' kwadrat

Fx) 2 ax)
Fin) lotn
Py 9 o)
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przemienny. Morfizm funktoréw nazywamy izomorfizmem, jesli wszystkie o(X)
. izomorfizmarni.

9. Przykiad. Niech #x: Ling — Ling oznacza funktor ,dwukrotnego sprzeze-
L L, f = f~ W § 7 dla kaidej przestrzeni liniowej L skonstruowali-
¥ }gé,ﬁoniczne odwzorowanie liniowe gr,: L — L**. Okresla ono morfizm funktoréw
M:"I.d""'* x*, gdzie Id oznacza funktor tozsamosciowy na Ling, kiory przyporzad-
yowuje kaide]j przestrzeni liniowej te sama przestrzen 1 kazdemu odwzorowaniu li-
wemu to samo odwzorowanie. Rzeczywiscie, w zgodzie z okresleniemn powinnismy
rawdzi¢ przemiennosé wszystkich mozliwych kwadratéw postaci -

A N F

i [
MM e

Dla przestrzeni skonczonego wymiaru wniosek taki otrzymujemy na mocy cze-
d) twierdzenia § 7, p. 5, a uzasadnienie w ogdlnym przypadku pozostawiamy
telnikowi.

Cwiczenia

1. Oznaczmy przez Sety kategorie, w kidre] obiektami sa zbiory, a morfizmami
takie odwzorowania zbioréw f: 5 —» T, 7e dla dowolnego punktu ¢ € T widkno f~1(%)
jest skoriczone. Dowieéé, Ze w nastepujacy sposob zostaje okreslony kowariantny
'f&'ﬁktor. Fy:Setp — Lingk.

2ia) Fo(S) = F(S) ~ 2bidr funkcji na S o wartoéciach w K;

b) dla dowolnege morfizmu f:5 — T i funkeji ¢: 5 —+ K funkeja Fo(f)e) =

{¢) € F(T) jest okreslona wzorem

fle)®) = 3 ols)

sEf-Ht)

,qgi'i'kowanie po widknach”).
-2 Wykazad, ze zwezenie ciata skalaréw z K do K {por. § 12) definiuje funktor
K s ﬁz‘n}'\"‘.

§ 14. Kategoryjne wlasnosci przestrzeni liniowych

1. W tym paragrafie zbierzemy pewne fakty dotyczace kategorii wszystkich prze-
strzeni lintowych Ling lub kategorii skoficzenie wymiarowych przestrzeni liniowych
me nad ustalonym ciatem K. W wigksze] czesci sq one tylko przetlumaczeniem
f%{_-jezyk kategorii stwierdzen wykazanych juz wczedniej. Ich wybdr byl uwarun-
wany nastepujacym kryterium: sa to przede wszystkim te wlasnosci, kidre nie
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zachowujq sig przy przej$ciu do najblizszych kategorii takich jak kategoria mog
nad ogélnymi pierscieniami (np. nad Z, tj. kategoria grup abelowych), czy n
kategoria nieskonczenie wymiarowych topologicznych przestrzeni liniowych. §;
sélowe badanie tych odstepstw dla kategorii moduléw stanowi podstawowe 3
algebry homologicanej, a w analizie funkcjonalnej czesto prowadzi do poszukiw,

nowych definicji, ktére pozwalaja odtworzy¢ ,,dobre” wlasnodci Lonfx (tak '
np. pojecie przestrzeni nuklearnych).

2. Twierdzenie o przediuzaniu odwzorowan. a) Niech P, M, N bedg pi
strzentami lintowymi, przy czym P jest skoriczenie wymiarowa, a j: M — N
bgdzie liniowq surjekcjg. Wiedy dowolne odwzorowanie liniowe g: P - N mozig
nies¢ do takiego odwzorowanie liniowego h: P — M, dla kidrego g = jh., fn
slowy, ponizszy dingram o dokladnym wierszu

P

s

ML N——

moina uzupelnié do diagramu przemiennego

b) Niech P, L, M bedq praestrzeniami liniowymi, przy czym M jest skoric:
wymiarowa, a 1: N — M niech bedzie liniowq injekcjq. Wiedy dowolne odwzorowar
liniowe g: N —» P moina preediuzyé do takiego odwzorowania liniowego h: M =5
dla ktdrego g = hi. Innymi slowy, ponizszy diagram o dokladnym wierszu

P

E

Y Sy S—

mozina uzupelnié do diagramu przemiennego
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-'_-'Wéd a) Wybierzmy baze {e;,...,e,} Pioznaczmy e} = g(e;) € N. Na mocy
ktywnosci 7 istniejg takie wektory ¥ € M, dla ktdrych (ef) = e, i=1,...,n. Ze
dzenia § 3, p. 3. wynika, Ze istaieje jedyne odwzorowanie hn]owe h P - M,

: i = ,n. 7 konstrukeji jhie;) = j{e?) = el = gle;).
on waz {e;} tworza baze P, wmoskugemy, ie jh = g.
Wyb1erzmy baze {¢},..., el } przestrzeni L i uzupelniimy e; = i(e}), | <k £

o bazy {e1,-- s €m;emi1,- en} przestrzeni M. Przyimijmy h(e;) = g(e}) dla
1< m, h(el) = 0 dla m + 1 < 1 < n. Istnienie takiego odwzorowania wynika
owu'Z' tego samego stwierdzenia § 3, p. 3, cho¢ mozna by réwniez zastosowad
dzenie § 6, p. 8. W ten sposdb twierdzenie zostalo wykazane.

kategoril moduléw obiekty P majace wlasnoé¢ a} twierdzenia (dla wszyst-
‘M, N) nazywane s projektywnymi, a obiekty o wlasnoéci b} — injektywnymi.
azaiismy wige, Ze w kategorii skoriczenie wymiarowych przestrzeni liniowych
kié obiekty sa zaréwno projektywne, jak i injektywne.

3 'I‘w:erdzeme o dokladnosci funktora L. Niech 0 —s [ — M s
LV 0 oznacza dokladng trdjke skoticzenie wymiarowych preestrzeni liniowych,
= dowolng skortczenie wymiarowq przestrzert liniowg nad tym samym ciafem
Wtedy L, traktowany jako funktor ze wzgledu na pierwszy lub drugi argument w
drielnodci, indukuje dokladne tro'jki przestrzem' liniowych:

0~ L(P, L) -+ L(P, M) <5 L(P,N) — 0,
0 — L(L, P) 2= L(M, P) & L(N,P) «— 0.

owdd. a) Preypomnijmy (por.przyklad d} § 13'p. 6), Ze t; prayporzadkowuje
morfizmowi P — L jego zloZenie z i : L — M, a j; przyporzadkowuje morfizmowi
M jego zlozenie z 71 M -+ N. 1; jest injekcja, gdy% ¢ nia jest, bowiem jesh
6zycja. P — L - M jest morfizmem zerowym, to P —+ [ tez nim jest.
zotowanie J; jest surjekcja na mocy czedci a) twierdzenia p. 2: dowolny mor-
mgi P — N mozna podnieéé¢ do morfizmu P — M, ktéry po zloZeniu z j daje
iciowy morfizm, Zlozenie ji7; jest zerem, bo przeprowa,dz:a strzalke P — L w

ke P — N, bedaca zlozeniem P — L 4 M o N, gdzie ji = 0.
W ten sposdb sprawdzilidmy, ze ciag a) jest kompleksem i pozostaje do wykazania
okladno$é w srodkowym wyrazie, tj. réwnoéé Kerjr = Imi;. Wiemy juz, ze
1D Imi;. Dla wykazania odwrotnej inkluzji zauwazmy, ze jeéli strzatka P — M
do jadra j;, to zloZenie tej strzatki z j: M — N jest zerem i dlatego obraz P
M jest zawarty w jadrze 7. Jednakse jadro j jest jednoczesnie obrazem z(L) cM
ocy dokladnodci wyisciowej tréjki. To oznacza, e P jest odwzorowywane w
dpl_fzestrzen i(L), a wiec strzatke P -+ M mozna podniesé do strzalki P — I,
a po zlozeniu z i daje wyjéciows strzalke. To za$ oznacza, ze ta ostatnia nalezy
‘obrazu 4,
Tuta; rozwazania sa analogiczne lub, lepiej, dwoiste. Odwzorowanie t; jest
s qu na mocy czesci b) twierdzenia p. 2. Odwzorowanie j; jest injektywne, gdyz
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jedli zlozenie M I+ N — P jest zerowe, to takse strzatka N — P jest ZErows
§ jest surjekcja. Zlozenie iyj; jest zerem, bowiem zlozenie L —s M -4+ N =
gest zerem dla dowolne] strzalki na ostatnim miejscu. Zatern pozostaje dow1esc
Ker: 22 C Imj, (przeciwng inkluzje wia.sme udowodnilismy). Jesli zlozenie

M-LP jest zerern, to strzalka M Lip jest zawarta w jadrze i5. To oznacza
L = Ker j zawiera si¢ w jadrze f. Zdefiniujmy odwzorowanie f: N — P za pom
wzoru f(n) = f(i~%(n)), gdzie j~ (n) oznacza dowolny punkt przeciwobrazu 7.
jego wyboru nic nie zalezy, bo Kerj C Ker f. Latwo sie sprawdza ze f jest | 1m

oraz jo( f) = f; w istocie, 32( f) jest zlozeniem M s N 4, P, ktdre przeprow
m € M na fj(m) = f(7-1(j{(m))) = f(m). To dowodzi tw1erdzema

4. Kategoryjna charakterystyka wymiaru. Niech (& bedzie jaka$ grupa a,bei
zapisywang, addytywnie, x: Ob Linfx — G — funkcja okreslong na skoriczen
miarowych przestrzeniach liniowych i spelniajaca dwa warunki:

a) jeshi L i M sa izomorficzne, to x(L) = x(M);

b) dla dowolnej tréjki przestrzeni 0 — L — M — N — 0 zachodzi row'
x(M) = x(L) + x{N) {takie funkcje nazywaja sie addytywnymi).

Spelnione jest nastepujace

5. Twierdzenie. Dia dowolnej funkcji addytywnej xy mamy

x(L} = dimk L - x(K"),

jesli L jest przestrzeniq skodczonego wymiary.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje wzgledem wymiaru L. Jesli L jest jedn
wymiarowa, to jest izomorficzna z K?, tak ze x(L) = x{K") = dimg L - x{
Zalézmy, ze twierdzenie jest wykazane dla wszystkich przestrzeni wymiaru n. Jes
wymiar L jest réwny n + 1, to weimy jednowymiarows, podprzestrzen L@ C,
rozwazmy trdjke

O—-—»-L(}—i>Li>L/Lg-——>O,

gdzie 7 jest wlozeniem Lo, a j{I) = | + Ly € L/Ly. Na mocy addytywnoé'c_.i.
zalozenia indukcyjnego '

X(L) = x(Lo) + x(L/ Lo} = x(K*) -+ dimk (L Lojx(K') =
= X(K) + nx(K') = (n + 1)x(K") = dimg L - x(K").
Twierdzenie zostalo wykazane,

Ten wynik jest poczatkowym rezultatem szybko rozwijajace] sie obecnie obs
nej algebraicznej teorii, zwanej K-teoria, ktéra lezy na styku topologii i algebry
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Cwiczenia

. dnw]

CJedli K0 = Ly S Ly b Ln -2 0 jest kompleksem skori-
enie wymlarowych przestrzeni hmowych to okreslona dla ¢ = 1,...,n przestrzen
¥ raZOWQ: Hi{(K) = Kerd;/ Imd;_; nazywamy t-tg przestrzenig kohomologu komple-

.u' K, a liczba x(K) = n ( 1Y dim L; — charakterystyke Eulera tego korupleksu.

-D_o__wmsc, Ze .

X(K) = S (1)} dim Hi(K).

=31

9. ,Lemat o wezu”. Niech bedzie dany diagram przemienny przestrzeni liniowych

L 3 M 2 N — 0

! l 91 J'h
(I TR T V. N
doktadnych wierszach. Wykazad istnienie ciagu dokladnego przestrzeni

Ker f — Kerg — Kerh 2 Coker f — Coker g —> Coker h,

:ii{érym wszystkie strzalki poza § sg indukowane odpowiednio przez dy, dz, d}, 4},
homomorfizm zwiazujacy & (nazywany takie operatorem kogranicy) jest okreslony
: ﬁaétepuj@cy sposéb. Dla zadania wartoéci §(n) w punkcie n € Ker k nalezy znale¢
meM, dla. ktdrego n = da(m), wyznaczyé g{m) € M’', znalezé takie I' € I/, e
¢ (l’) = ) i preyjaé 8(n) = I +Im f € Coker f. W szczegolnoscx nalezy sprawdzic
niénie 6( n) i jego niezaleznoéc od dowolnoéci wybordw uczynionych w konstrukcp

. Niech K: ... = Li 55 Liyy = ... 0 K" . .‘-ALff—»L;H . beda
dwoma kompleksami. Morfizmem f: K — K’ nazywa sie taki uklad odwzorowan
-ixmowych fir Ly — L., e wszystkie kwadraty

d.
Li = Li+1

f.l J‘fwa
A

_p'fzemienne Pokazad, ze kompleksy i ich morfizmy tworza kategorie. _

4. Wykazaé, ze odwzorowanie K~ H(K) mozna przediuzyé do finktora z

gorii komplekséw do ka,tegom przestrzeni liniowych.

5. Niech 0 — K Lo K7 s K7 4 bedzie dokladna tréjka kompleksow
Ch morfizméw. Z definicji oznacza to, ze dla kazdego ¢ trdjki przestrzeni liniowych

0— L; S5 10 25 7 0
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sg dokladne. Niech H' oznaczajg odpowiednie grupy kohomologii. Uzywajac lema,
o wezu, zbudowad ciag przestrzeni kohomologii

s HI(K) = H(K') — H(K") 5 HH(K) —

1 wykazad, ze jest to ciag dokladny.




Cresé 2.

'Geometrla przestrzeni z iloczynem
skalarnym

§ 1. O geometrii

1. Ta i nastepna czeé¢ naszego wykladu sa poswigcone tematowi, ktdry mozna
.-by"nazwac Lgeometria liniowa”. Jednak zanim do niego przejdziemy warto oméwié
okrétce wspolczesne znaczenie siéw ,geometria” 1 geometryczny”. W clagu wielu
uleci slowo sgeometria” oznaczalo wylacznie geometrie Euklidesa na plaszczyi-
nie'i w przestrzeni. Takie znaczenie ma ono ciagle jeszcze w zwykiym programie
kolnym i dlatego wygodniej nam bedzie éledzi¢ ewolucje pojeé geometrycanych,
‘poshugujac sie przykladami charakterystycznych wlasnosci tego, obecnie juz bardzo
sbécjalnego dzialu geometrii.

o »Figury”. Szkolna geometrie zaczyna sie poznawaé, studiujac wlasnodci ta-
ich figur plaszczyzny jak proste, katy, tréjkaty, kola, okregi itp. Naturalnym uogél-
eniem tego podejicia jest wybdr pewnej przestrzeni M, ,przestrzeni obejmujacej”

:dla naszej geometrii, i pewnego zbioru podzbiorow M skladajacego sie z figur bada-
jchi W tej prezestrzen.

3. ,Ruchy”. Drugim istotnym skladnikiem szkolnej geometril jest mierzenie
_diugosca i katdw oraz objasnianie zwiazkow pomiegdzy liniowymi a katowymi ele-
mentami rozmaitych ﬁgur Dopiero dlugi proces historyczny pozwolil zrozumied, e
podstawy tych pomiaréw lezy istnienie specyficznego obiektu matematycznego, a
mignowicie grupy ruchéw plaszczyzny euklidesowej czy przestrzeni euklidesowej jako
calodci, i ze wszystkie pojecia metryczne moga, byé okreélone w terminach tej grupy.
Z_Na;. przyklad, odleglod¢ punktéw jest jedyng funkejs par punktdéw, ktora jest nie-
zmiennicza wzgledem grupy ruchéw euklidesowych (jesli zadad ciagloéci tej funkeji
iustaiac sednostke dlugosci” — odlegloéé miedzy wybrang pars punktdw). Program
% Erlangen F. Kleina (1872) utrwalil znaczenie tej fundamentalnej zasady 1 od tego
momentu juz na dobre sgeometrig” stalo sie badanie przestrzem M 2z dostatecz-
nie duza grupa symetrii oraz tych wlasnoéci figur, ktdre sa niezmiennicze wzgledem
dzmiama. tej grupy, wlaczajac w to katy, odleglosci i objetosci.
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4. ,Liczby”. Réwnie fundamentalnym odkryciem, a przy tym o wiele WCZes :
szym, byla kartezjanska ,metoda wspélrzednych” i oparta na niej geometris ;
tyczna plaszczyzny i przestrzeni. Ze wspdlczesnego punktu widzenia wspdlrze
pewnymi funkcjami okreslonymi na przestrzeni M (lub na jej podzbiorach)
tosciach rzeczywistych, zespolonych lub jeszcze ogolniejszych. Zadanie konkret
wartodci tych funkeji okredla punkt przestrzeni, a zadanie zaleznodci miedzy.
warto§ciami okresla zbior punktow. Opis klasy figur w M rozwazanych w dane
ometrii mozna zastapié¢ wyrdznieniem klasy tych zaleinoéci miedzy wspdlrzedaye
ktore zadaja interesujace nas figury. Zadziwiajaca elastycznosc i moc metody K;
zjusza wyplywa stad, ze funkcje mozna dodawaé i mnozyé, catkowaé, réznjczk
a takze stosowaé do nich inne sposoby przejécia granicznego, co sprawia, 2
ich badaniu mozemy rozporzadzaé pelna moca analizy matematycznej. Ws
wspolczesne dyscypliny geometryczne —- topologia, geometria rézniczkowa,
lona geometria analityczna czy geometria algebraiczna — za punkt wyjécia _
muja okredlenie-obiektu geometrycznego jako ukladu przestrzeni M i zadane; nanj
rodziny F' (lokalnych) funkcji.

5. ,Odwzorowania”. Jedli (M;, F}) i (My, Fy) sa dwoma obiektami g
ryczuymi opisanego wyze] rodzaju, to mozna rozwazaé odwzorowania M1
ktore maja te wlasno$é, ze odwzorowanie ,cofania funkeji” przeprowadza eiém
z Fy na elementy z Fy. W na.jbardziej zadowalajacych logicznie systemach:
takich odwzorowan znajduja sie zaréwno grupy symetrii F. Kleina, jak i sam
cje wspdtrzednosciowe (jako odwzorowania M w R lub C). Obiekty geomet
stanowia, kategorig, a morfizmy tej kategorii sa wystarczajaco dokladnym zam
nikiem symetrii nawet wiedy, gdy tych symetrii nie jest tak wiele (jak w og
przestrzeniach riemannowskich, gdzie mozna mierzyé dlugosci, katy i ob;qto
mowiac najogolniej, nie ma dostateczne] ilosci ruchéw).

6. Geometrie liniowe. Teraz mozna juz scharakteryzowac miejsce geom
niowych w tym ogdlnym pejzaiu. Geometrie liniowe mozna w pewnym sensie zali
do bezpoéredniego potomstwa geometrii Euklidesa. Rozwazane w nich przestrs
M sa bad? to przesirzeniami liniowymi (tym razem juz nad dowolnymi ciala
jak poprzednio R i C pozostaja w centrum uwagi, chocby ze wzgledu na wie
kie zastosowania), badZ przestrzeniami wywodzgcymi sie od przestrzeni lini
afinicanymi (,przestrzenie liniowe bez wyrdinionego poczatku ukiadu wspo
nych”) i rzutowymi { ,przestrzenie afiniczne uzupelnione nieskoriczenie oddal
punktami”). Grupami symetrii s podgrupy grupy liniowej, zachowujace us
piloczyn skalarny”; a takie ich rozszerzenia o przesuniecia (grupy afiniczne
grupy ilorazowe przez homotetie (grupy rzutowe). Rozwazane funkcje sa liniowe
bliskie liniowym, czasem takze kwadratowe. Figurami s podprzestrzenie lin
rozmaitodci (uogdlnienie prostych na plaszczysnie euklidesowe) i kwadryki (uo
nienie okregdw). Mozna byloby przypuszczal, ze te nogdlnienia geometrii euk
wej to wynik czysto logicznej analizy, gdyz uksztaliowany formalizm geometri
wych ma zadziwiajacy urok i zwartodd. Jednakze sily zyciowe tej galesi matér
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znacznej mierze zwiazane z istnieniem wielorakich jej zastosowan w naukach
ch. Pojecie iloczynu skala.rnego, lezace u podstaw calej czesci drugiej tego wy-
mozna stosowal do mierzenia katéw w abstrakcyjnych przestrzeniach euklide-
Jednak matematyk, ktéry nie wie, ze mierzy on takze prawdopodobieristwa
arzen w modelach mechaniki kwantowej), predkosci (w przestrzeni Minkowskiego
golnej teoril wzglednoéci) 1 wspdlezynniki korelacji zmiennych losowych (w te-
rawdopodobtenstwa.) nie tyvlko zaweza swdj horyzont poznawczy, ale pozbawia
nodci swa czysto matematyczna intuicje. Dlatego uznalidmy za konieczne
seniie wiadomoéci takze o tych interpretacjach.

§ 2. Iloczyny skalarne

__divzorowania wieloliniowe. Niech Ly,..., L., M beda przestrzeniami li-
i nad wspdlnym ciatem K. Qdwzorowaniern wielofiniowym (przy n = 2 dwu-
ym lub biliniowym) nazywamy odwzorowanie

filyxeox Ly M, (h,... L)~ flh,... 1) € M,

adl ;_sg's_,t'_zbn.o liniowe jako funkcja kazdego z argumentéw I; € L; przy ustalonych
kich pozostalych I; € L;, 7 = 1,...,n, j # 4. Inacze] mdwiac, spelnione sg

b e ) = F Gy o L)+ F ol ),
. f“ia v aali:li+11 cety ln) =a‘f(lla v :liali-l"l’ B )In)
e € K. W przypadke M = K wieloliniowe odwzorowania nazywaja

'k(:]amz { formamz) wieloliniowymi.
ierwszej czescl spotkalismy sie juz z odwzorowaniami dwuliniowymi

LxL—K:(f,)m f(l), fellel,
LLM)Yx L — M:(f;l) f(I), feLL,M), 1€l

¢znik macierzy kwadratowej jest funkcja wieloliniows, jej w1erszy fub kolumn.
cze. i mnego przykladu dostarcza odwzorowanie

K"x K™ — K : (Z,§) — ) gijay; = §'GY,
.Ij '
dz____ G Jest dowolna, maczerzaé o wymiarach n x m nad clatem K, a wektory z K
s3, reprezentowane przez wektory-kolumny wspoirzednych _
Ogoine odwzorowania wieloliniowe bedziemy badaé pdsniej, w czeéci podwieconej
gebrze tensorowej. Tu natomiast zajmiemy sie najwazniejsza dla zastosowas klasa
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funkeji dwuliniowych L x L — K, lub w przypadku K = C, funkcji L x T —
gdzie przez I oznaczona jest przestrzed sprzezona z L (por. czedé 1, § 12). Tak
funkcje nazywamy iloczynem skalarnym albo metrykg(*) w przestrzeni L, a. par
(L, iloczyn skalarny) jest trakfowana jako jeden obiekt geometryczny. Metryk__'“
tym sensie jedynie w szczegdinych przypadkach jest metryka w znaczeniu defin
wprowadzone] w czesci 1, § 10, p. 1 i czytelnik nie powinien daé sig wprowadzz‘
blad tym homonimom. A

Noczyn skalarny L x T — C najczeécie rozpatrujemy jako pdltoraliniowe odwag:
rowanie ¢: L x L — C, liniowe ze wzgledu na pierwszy argument, a pétliniowe
wzgledu na drugi: glal,bly) = abg(ly, ls).

2. Sposoby wprowadzania ileczynu skalarnego. a) Niech ¢: L x I —.
(lub L x I = C) bedzie iloczynem skalarnym w skoficzenie wymiarowe] przestrzen

L. Dla dowolnej bazy {e;,...,¢,} przestrzeni L zdefiniujemy macierz
G = (glei, e;}), ¢,3=1,...,n,
ktéra bedziemy nazywaé macierzq Grama bazy {ey,...,e,} wzgledem g lub, inaczej

macierzg g w bazie {e1,...,e,}. Wybdr {e;} | G catkowicie wyznacza g, gdyz
mocy warunku dwuliniowosc

n

g( T, y = Q(Z‘T" €is ZyJeJ) = Z Zj y;g(e,, e]) Z CJ

=] i7=1

W przypadku formy péltoraliniowe] analogiczny wzor ma postaé

Tt

51 L_f. (Z Tili, Zy_?e:') Z inffjg(ﬁg, ﬁj} = ‘ftGEj‘

fi=l

Odwrotnie, jesli baza {e,...,e.} jest ustalona, a G jest dowolna macierza, kwad
towa, stopnia n nad K, to odwzorowanie ( F,7) = #'G7 (albo F*Gy w przypad
poéttoraliniowym) zadaje iloczyn skalarny w L, ktdrego macierza wzgledem tej baz
jest, jak latwo sprawdzi¢, G. W ten sposéb nasza konstrukcja ustala bijekcje miie
dzy iloczynami skalarnymi (dwuliniowymi czy péltoraliniowymi) w n-wymiarowe
przestrzeni z wybrang baza a macierzami kwadratowymi stopnia n.

Wyjasnijmy, jak zmienia sie G przy zamianie bazy. Niech A bedzie macie
przejécia do bazy primowanej. Wspélrzedne sy awigzane wzorem & = AfY, gd
& ozpacza kolumne wspdlrzednych w stare] bazie, a &' ~— kolumung wspdtrzednyel
tego samego wektora w nowej bazie. Wtedy w praypadku lormy dwuliniowej

(&, §) = #'GJ = (AF)'G(AF") = (&) 4G A,

a wiec macierz Grama bazy primowanej jest rdwna A'GA. Analogicznic, w pi
padku péltoraliniowe]j formy jest ona réwna A'GA.

(*) W polskiej terminologii raczej forma metrycans, (prayp. Hum.).
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. pierwszej czedci wykladu macierze zasadniczo byly wykorzystywane do za-
lsywa,nm odwzorowan liniowych, nasuwa sie wiec naturalne pytame czy nie ma
e Jak:egos kanonicznego odwzorowania hmowego zwigzanego z g 1 odpowm,dagad—
ego macierzy Grama G. Jest tak rzeczywiscie, a jego konstrukcja daje réwnowazna
etodf; wprowadzenia iloczynu skalarnego.

b) Niech g: L x L — K bedzie iloczynem skalarnym. Prayporzadkujmy kazdemu
'éktOmWi { € L funkeie g1: L — K, dla ktdrej

a(m) =g(l,m), me€ L.

Jest to funkecja liniowa wzgledem m w przypadku dwuliniowym i pdélliniowa w pot-
rahmowym, ti. g1 € L* lub ¢y € T” dla kazdego I. Ponadto odwzorowanie -

GLs I* lub Lo T "l g =g(l)

3¢§£ liniowe, skonstruowane w kanoniczny sposéb z ¢ i jednoznacznie wyznacza g

poprzes

o g(l, m) = (§(1), m),
] gdz:e zewnebrzny nawias po prawe] stronie oznacza kanoniczne dwuliniowe odwzo-
rowanie L* x L - K lub L™ x [ — C.
‘- Odwrotnie, dowolne odwzorowanie liniowe §: L — L* (lub L — T™) jednoznacz-
nie wyznacza odpowiadajace mu odwzorowanie dwuliniowe g: I x L — K (iub L x
] L -+ C} za. pomoca tego samego wzoru

gt, m) = (§(1), m).

Zwiazek z poprzedzajaca konstrukeia jest widoczny. Jesli w L zostata wybrana baza
{e1,:..,en} i g wyraza sig w tej bazie macierzq G, to macierzq § wzgledem pary baz
‘dwoistych {ey1,...,e,}, {€',...,e"} jest Gt.

— Rzeczywm(:le, jesli § jest wyznaczona przez macierz G wzgledem tej pary baz
_dwo;stych to odpowiadajacy § iloczyn skalarny ¢ wyraza sie poprzez wektory wspét-
rz¢dnych w bazie {ej,...,e,} wzorem

§(2), 7) = (3(2))'7 (lub (§(2)F) =
GZ)g (b (G'2)F) = 2'GF (b #'GF),

c_o dowodzi wypowaedma,nego stwierdzenia. Po drodze posiuzylismy sie obserwacja,
Uczyniong, w czedci 1, § 7, 2e kanoniczne odwzorowanie [* x [ — K wyraza sig
_?Oprzez wspolrzedne wzgledem pary baz dwoistych wzorem (&, §) = £'7.

- - 3. Typy symetrii illoczynéw skalarnych. Przestawienie argumentow dwuli-
tlowego ;Ioczynu skalarnego ¢ prowadzi do nowego iloczynu skalarnego, ktéry ozna-
CZme przez g

; gs([’ m) = g(m, I}.
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W pétoraliniowym przypadku ta operacja zamienia ta,kze miejsca ,,11mc>Weg0
i ,polliniowego” argumentu 1 jesli checemy tege uniknaé, to wygodme} rozwazad

g, m) = g(m: ).

Funkcja g! zalezy liniowo od argumentu stojacego na pierwszym miejscu, a péili i
niowo — na drugim, jesli taka sama zaleZnoéé obowiazuje dla g. Odpowiedniog
g ++ g%, a takie g »» 7', latwo opisal za pomoca, macierzy Grama: odpowmda on
operacji G G*, w drugim przypadku G v+ G’ (oczywiscie zakladamy, Ze g, ¢¢, gt
sa wyraone poprzez macierze w jednej i tej samej bazie przestrzeni L). Istotnie

(7, ) = gl¥, T) = 7'GF = (§*'G3) = F'Gy,
7i& §) =9(7, Z) = 7*GZ = (FG2 )t = 2'C'y

Bedziemy zajmowaé sie prawie wylacznie iloczynami skala.rnyrm ktodre speima,j
jeden z nastepujacych warunkow symetrii wzgledem opisanej wyzej operacji: F
a) g = ¢'. Takie iloczyny skalarne nazywarny symetrycznymi, a geometrie prze- |
strzeni wyposazonych w symetryczny iloczyn skalarny nazywamy geometrig orto.
gonalng. Symetryczne iloczyny skalarne mozna zadawaé za pomoca symeﬁrycznyc
macierzy Grama.
b} g = —g'. Takie iloczyny skalarne nazywamy antysymetrycznymai 1ub sym
plektycznymi, a odpowiadajacy im geometrie nazywamy geometriq symplektyczng
Odpowiadaja im antysymetryczne macierze Grama.
Przypadek poltoraliniowy:
¢) § = g. Takie iloczyny skalarne nazywamy hermitowsko symetrycznymi albo
hermitowskimi, a odpowiadajacy im geometrig — geometriq hermitowskq. Odpowia
daja, im hermitowskie macierze Grama. Z warunku g* = g wynika, ze g{l, [} = g( I
dla kazdego ! € L, tj. wszystkie wartodci g(1,1) sa rzeczywiste. .
Hermitowsko antysymetrycznych iloczynéw skalarnych nie potrzeba rozwazat
osobno, gdyz odwzorowanie g — ig zadaje bijekcje miedzy nimi a iloczynami ska.
larnymi hermitowsko symetrycznymi:

7i=g == (ig)' = —ig.

Geometryczne wlasnoéci iloczyndw skalarnych, rézniacych sie od siebie tylko czyn
kiem skalarnym, sa praktycznie te same. Natomiast geometria ortogonalna rézni sie
pod wieloma wzgledami w istotny sposdb od geometrii symplektycznej — warunkdw
g' = g ig' = ~g nie mozna takim prostym sposobem sprowadzié jeden do drugiego.

4. Ortogonalnosé. Niech (L, g) bedzie przestrzenia wektorowy z iloczynem ska:
larnym g. Wektory {y, [y € L bedziemy nazywaé wektorami ortogonalnymi (wzgle:
dem g), jesli g(l1, o) = 0. Podprzestrzenie Ly, Ly, C L nazwiemy ortogonalnymi,
jesli g(ly,12) = 0 dla kazdych Iy € Ly, I; € Ly. Zasadniczym powodem, dla ktdrego



wa.zne sa, preede wszystkim iloczyny skalarne majace jedna z wymienionych wlasno-
<i symetrii jest to, ze dla nich wiasnosé ortogonalnosci wektordw lub podprrestrzent
¢st. symetryczna wegledem tych wektordw lub podprzestrzent. Istotnie, jesli g = g'

Je
:albog g' to

X

gll,m) =0 < $¢'(l,m)=0 < g{m, 1} =0,

i analogicznie w hermitowskim przypadku {w zwigzku z odwrotng implikacja por.
Lwiczenie 3).

' Jedli nie bedzie wyraznie zaznaczone przeciwnie, to w dalszym ciagu omawiaé be-
dziemy wylacznie symetryczne, hermitowskie lub symplektyczne iloczyny skalarne.
Plerwszym zastosowaniem pojecia ortogonalnosci jest nastepujaca definicja.

3 5. Definicja. a) Jadrem dloczynu skalarnego ¢ w przestrzeni I nazywamy zbior
Wszystklch wektoréw I € L ortogonalnych do kazdego wektora przestrzeni L.
: b) loczyn skalarny g nazywamy niezdegenerowanym, jedli jadro formy g jest
trywmlne, ti. zawiera tylko wektor zerowy.

- Qczywiscie jgdro formy g jest identyczne z jagdrem odwzorowania liniowego

G:L = L* (lub L —T7),

-;'-ska‘d wmoskujemy, ze jest podprzestrzenia liniowa, L. Diatego tez zamiast zadawaé
niezdegenerowang forme g mozna zadawaé izomorfizm L ~ L* (lub ™). Poniewas
“'racierza, § jest macierz Gt transponowana do macierzy Grama bazy L, niexdege-
. nerowanie g jest réwnowaine z niezdegenerowniem macierzy Grama dowolnej bazy.
W algebrze tensorowej 1 jej zastosowaniach do geometrii rézniczkowe] i fizyki bar-
- dzo czesto wykorzystuje sie to, ze niezdegenerowana symetryczna forma g okresla
" izomorfizm L — L* — jest to podstaws techniki ,podnoszenia i opuszczania wskaz-
- nikow”.

" Rzqd g okreélamy jako wymiar obrazu § lub jako rzad macierzy Grama G.

6. Problem klasyfikacji. Niech (L1, ¢1), (L3,92) beds dwiema przestrzeniami
. Hniowymi z iloczynem skalarnym nad tym samym cialem K. Izomorfizm liniowy
o frLy s Ly, ktdry zachowuje wartodci iloczyndw skalarnych dowolnych dwdch we-
- ktoréw, tzn.

all, ) = g(f(D), A1) dlakazdych {, ¥ € Ly,

nazywainy izometrig tych przestrzeni, a przestrzenie, miedzy ktdrymi istnigje izo-

" metria, nazywamy przestrzeniami izometrycznymi. Oczywiscie, odwzorowanie iden-
tycznosciowe jest izometria, superpozycja izometrii jest izometria i odwzorowanie
liniowe odwrotne do izometrii jest izometria. W nastepnym paragrafie opiszemy roz-
wigzanie problemu klasyfikacji przestrzeni z dokladnoscia do izometrii, a nastepnie
zbadamy grupy izometrii przestrzeni z nig sama i pokazemy, ze obejmuja one te
grupy klasyczne, ktdre zostaly opisane w czeéci 1, § 4.
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Klasyczne rozwiazanie problemu klasyfikacji polega na tym, ze dowolna prze.
strzeri z iloczynem skalarnym moze by¢ zapisana iako suma prosta parami orto:
gonalnych podprzestrzeni malych wymiardw (jednowymiarowych w ortogonalnym:
hermitowskim przypadku, jedno lub dwuwymiarowych w przypadku symplektycz:
nym) Z tego wzgledu zakoniczymy ten paragraf jawnym opisem przestrzeni malyc
wymiaréw z metryks,.

7. Jednowymiarowe przestrzenie ortogonalne. Niech dim L = 1 i niech ¢
bedzie symetrycznym iloczynem skalarnym w L. Wybierzmy dowolny niezerowy we
ktor l ¢ L — jesli g(I, [} = 0, to g =0, a wiec g jest zdegenerowany, a nawet zerowy
Jesli g(l, 1) = a # 0, to dla dowolnego ¢ € K mamy g(zl, o) = az?, a wigc wartodc
g(1, I} dla wszystkich niezerowych wektoréw w L stanowia warstwe multyplikatyw
nej grupy K* = K \ {0} ciala K wagledem podgrupy skiadajace] sie z kwadratow
elementéw K*: {az? |z € K*} € K*/(K*)?. Ta warstwa catkowicie charakteryzuj
niezdegenerowany symetryczny toczyn skalarny w jednowymiarowey przestrzen: [
dla (Ly, g1) 1 (La, g2) dwie takie warstwy sg ideniyczne wtedy i tylko wtedy, gdy t
przestrzenie sa izometryczne. Istotnie, jesli gy(ly, h) = aa® i gao(lz, L) = @y, gd"zif
I; € L;, to odwzorowanie f: l; — y~lzly jest izometria przestrzeni Ly z Lz, ct
dowodzi dostatecznosel warunku. Koniecznosé jest oczywista. -

Wobec B*/(R*)? = {:I:l} i C* = (C")* otrzymujemy nastepujace wazne szcze:
gélne przypadki powyzsze] klasyfikacii.

Dowolna jednowymiarowa przestrzer ortogonalna nad R jest izometryczna z jed:
nowymiarowq przesirzeniq kartezjanskg wyposazong w jeden 2 trzech iloczyndw ska
larnych: zy, —zy, 0. :

Dowolna jednowymiarowa przestrzed ortogonaing nad C jest izometryczna 2 jed
nowymiarowq przesirzeniq kartexjatskq wyposaiong w jeden z dwdch iloczynéw ska
larnych: zy, 0.

8. Jednowymiarowe przestrzenie hermitowskie. W tym przypadku r
wazania sa analogwme Cialem podstawowym jest C; zdegenerowanie formy jes
réwnowasne 2 jej zerowaniern sig. Jesli forma jest niezdegenerowana, to zbiér w:
tosci g(I, 1) dla niezerowych wektoréw | € L jest warstwg podgrupy R} = {x
R { z > 0} w grupie C*, bo g(al, al) = aag(l, |} = |af2g(l, 1), przy czym |qf
przyjmuje wszystkie wartosci z R}, gdy a przebiega C*. Kazdy réing od zera liczb
zespolong, mozna jednoznacznie zapisaé w postaci re, gdzie r € R*, a €' nalez
do zespolonego okregu jednostkowego, ktory oznaczymy przez

Ci={zeC|ll=1}.

W jezyku teorii grup wyraza sig to mowiac o rozktadzie na iloczyn prosty C* = R
C; i izomorfizmie C*/R} 2 C]. W ten sposéb pokazalismy, ze niezdegenerow
péitoraliniowe formy mozna kl asyﬁkowac liczbami zespolonymi o module 1. Jedna
nie zostala jeszcze uwzgledniona wiasnos¢ hermitowskiej symetrii, z kiorej wyn_lka
ze g{l, I) = ¢{{, 1), tj. ze kazda wartos¢ g(!, I) jest rzeczywista. Dlatego form
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‘hermitowskim odpowiadajg, tylko liczby {£1} w C7, tak samo jak w przypadku -
ortogonalnym nad R. Korcowy rezultat brzmi:

Dowolna jednowymiarowa przestrzen hermitowska nad C jest izometryczna z jed-
‘nowymiarowq przestraeniq kartezjariskq wyposazong w jeden z trzech nastepujgeych
-_ zloczynow skalarnych: x%, —z7, 0.

" Jednowymiarowe przestrzenie ortogonalne nad R (lub hermitowskie nad C) z
Hloczynem skalarnym przyjmujacym w odpowiednio dobranej bazie postaé zy, —zy,
-"0_ (a,lbo 2y, —2F, 0) bedziemy nazywaé odpowiednio dodatnimi, ujemnymi i zero-
qwymi. loczyny skalarne dowolnego niezerowego wektora z nim samym sa w takiej
‘przestrzeni odpowiednio zawsze liczbami dodatnimi, ujemnymi albo zerem.

8, Jednowymiarowe przestrzenie symplektyczne. Tu napotykamy na nowe
sjawisko — kazda antysymetryczna forma na przestrzeni wymiaru 1 nad cialem cha-
rakterystyki # 2 jest toZzsamosciowo rdwna zeru, a w szczegolnosci zdegenerowanal
Rzeczywiscie,

gll, ) = —-g{i, ) = 29([1. ) =0,
glal, bl) = abg(l, 1) = 0.

W przypadku charakterystyki 2 warunek antysymetrii (I, m) = —g(m, I) jest row-
‘nowazny z warunkiem symetrii g(I, m) = g(m, {), a wiec nad takimi cialami geo-
“metria symplektyczna nie rézni si¢ od geometrii ortogonalnej. Jednakie geometria
‘ortogonalna ma w tym przypadku pewne osobliwoéci i zazwyczaj bedziemy ja wy-
‘kluczaé z naszych rozwazasn.

- Jest zatem zrozumiale, Ze jednowymiarowe przestrzenie symplektyczne nie moga,
‘by¢ tymi skladnikami, z ktérych sg zbudowane ogdlne przestrzenie symplektyczne,
a zatem nalezy pojsé przynajmniej o krok dalej.

10, Dwuwymiarowe przestrzenie symplektyczne. Niech (L, g} bedzie prze-,
strzenia dwuwymiarows z antysymetryczng forma g nad ciatem K -charakterystyki
# 2. Jesli forma jest zdegenerowana, to jest automatycznie zerowa. I rzeczywiscie,
‘niech [ 4 0 bedzie takim wektorem, ze g{l, m) = 0 dla kazdego m € L. Niech {I, '} .
bedzie baza L zawierajacy I. Biorac pod uwage, ze g(I, I) = g(¥, I') = 0 na mocy
.poprzedniego punktu, mamy dla kazdych a, o', b, ¥ € K

glal +a't', bl + 1) = abg(l, ) + abg(l, 1) — a'bg(1, V) + b g(l', V) =

-Zaldzmy teraz, e g jest niezerowa, a wiec niezdegenerowana. Zatem istnieje para
‘wektordw ey, ez, dla ktdrych g(ey, e) = a # 0, a nawet takich, ze @ = 1; istotnie,
glo~er, e3) = a~la = 1.

= Niech teraz g(es, e3) = 1. Wowczas wektory ey, e, sg liniowo niezalezne, a wiec
-bworzg, bazg L — jedli bowiem np. e; = aey, to g(aey, €2) = agles,er) = 0. Zatem
oczyn skalarny ¢ wyraza sie poprzez wspélrzedne wzgledem tej bazy wzorem

glziey + 2aeq, 16y + Y22} = T1yp ~ Tol,
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a jego macierzg Grama jest

Ostatecznie otrzymujerny:

Déwolna dwuwymiarowa preestrzen symplektyczna nad ciatem K chamkteryst'
# 2 jest izometryczna z przestrzeniq kartezjarishg K2 wyposazong w jeden z dwd
dloczynow skalarnyeh xyys — 2oz albo 0. :

Cwiczenia

1. Niech L, M beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami nad cialem
ig: L x M — K — odwzorowaniem dwuliniowym. Nazwijmy lewostronnym jgdn
g zbiér Lo = {{ € L | g(I, m} = 0 dla kazdego m € M}, a prawostronnym jodrem
— zbiér My = {m € M | g(I, m) = 0 dla kaidego I € L}. Wykazad nast@pujq
stwierdzenia:

a) dim L/ Ly = dim M /M.

b) g mduku}e dwuliniowe odwzorowanie gt L/ Ly x M/Mp — K, ktérego lew
stronne 1 prawostronne jadro jest zerowe.

2. Wykazaé, ze kazdy dwuliniowy iloczyn skala,my gLxL—-K (nad c1a}e
charakterystyki # 2) jednoznacznie rozklada si¢ na sume symetrycznego i antys
metryczego iloczynu skalarnego.

3. Niech g: [ x I, — K bedzie takim dwuliniowym iloczynem skalarnym, ze w
sno$é ortogonalnoéci wektorow jest symetryczna, tj. z g(ly, 1) = 0 wynika g(l, I}
0. Wykazad, ze wtedy ¢ jest albo symetryczny, albo antysymetryczny. ( Wskazdw
a) Niech I, m, n € L. Wykazaé, ze ¢(l, g(I, n)m — g(I, m)n) = 0. Wykorzystuj
symetrig relacji ortogonalnosci, wykaza¢ dalej, Ze g(l, n)g{m, I) = g(n, H)g{lym
b) Przyjmujac [ = n, wyprowadzi¢ stad, ze jedli g(m, ) # g(I, m), to g(I, I =
¢) Wykazaé, ze g{n, n) = 0 dla kazdego n € L, jesli g jest niesymetryczny. W 1
celu nalezy wybraé takie {, m, ze g(m, 1) # ¢{I, m) i rozwazy¢ osobno przypad
g{l, n) # g(n, 1), g(I, n) = g(n, 1). d) Wykazal, e jesli g{n, n) = 0 dla wszystki
n € L, to g jest antysymetryczny.) 3

4. Poda¢ klasyfikacje jednowymiarowych przestrzeni ortogonainych nad ciale
skoriczonym K charakterystyki # 2, wykazujac, e K* /(K*)? jest grupa cyklicz
rzedu 2. (Wskazowka Pokazad, ie jacdro homemorﬁzmu K * K j

Sl

iloczynem skalarnym. Wykazad, ze uklad wektoréw {ey, ...
linlowo niezalezny wtedy i tylko wiedy, gdy macierz (g(e;, ej)) jest niezdegene
wana.
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§ 3. Twierdzenia klasyfikacyjne

1. Zasadniczym celem tego paragrafu jest przedstawienie klasyfikacji — z doklad-
‘noécig do izomorfizmu — skoriczenie wymiarowych przestrzeni ortogonalnych, hermi-
“powskich lub symplektycznych. Niech (L, ¢) bedzie przestrzenia tego typui Lo C L
;?odprzestrzema‘ liniowa. Obciecie g do Lg jest Hloczynem skalarnym w Lg 1 jesli jest
“on niezdegenerowany, to Ly nazywamy podprzestrzeniq niezdegenerowang, a jedli ob-
‘ciecie g do Ly jest forma zerowa, to nazywamy ja podprzestrzeniq osobliwg. Jest przy
‘tym istotne, ze nawet jesli L jest przestrzenia niezdegenerowana, to obcigcia g do
‘pietrywialnych podprzestrzeni moga, byé zdegenerowane, a nawet zerowe. Na pray-
‘Klad, w przypadku symplektycznym wszystkie podprzestrzenie jednowymiarowe sa
“zdegenerowane, a w przypadku ortogonalnej przestrzeni R? z iloczynem z1y; — Zaya
: ﬁodprzestrzefl rozpigta przez wektor (1,1) jest zdegenerowana(?).

. Dopetnieniem ortogonalnym podprzestrzeni Ly C L nazywamy zbidr

Ly ={le L]gllo,1)=0 dla kaidego Iy € Lo}

nie nalezy myli¢ z wprowadzonym w pierwszej czesci dopelnieniem ortogonalnym
-'LO, ktore jest podprzestrzenia L* i ktérego nie b@dmemy tu uzywadé). Latwo zauwa-
2y¢, se Ly jest podprzestrzenia liniowa, Lg.

2. Stwierdzenie, Zaldzmy, ze (L, g) ma wymiar skorczony.
- a) Jesli podprzestrzeri Lo C L jest niezdegenerowana, to L = Lo + Lf.
- b) Jesli obie podprzestrzenie Lo i L} sq niezdegenerowane, to (L)t = L.

Dowéd. a) Niech §: L — L* (lub (I7} bedzie odwzorowaniem wyznaczonym
‘przez ¢, tak jak w poprzedzajacym paragrafie. Oznacamy przez go jego ograniczenie
‘do Lo, Go: Lo —» L (lub T7). Jedli Ly jest niezdegenerowana, to Kergo = 0, gdyz
‘inacze] w Lo znalazlby si¢ wektor ortogonalny do calej przestrzeni L, wiec tym
“bardziej do Lg. Zatem dimIm gy = dim Lg. To oznacza, ze dla [y przebiegajacego Lo
formy liniowe g(lp, -) (argumentem formy jest wektor z L lub I) stanowia przestrzer
form liniowych na L lub T wymiaru dim Lg. Poniewaz L} jest czescia wspdlng jader
tych form, wiec dim L} = dim L — dim Ly, .

dim Lo + dim Lt = dim L.

'_Z drugiej strony, z niezdegenerowania Ly wynika, ze Lo N L3 = {0}, bo Lo N L§ jest
Jadremn obcigeia g do Lo. Dlatego Lo + L jest suma prosta, a poniewas jej wymiar
‘Jest réwny dim L, wiec Lo @ Lt = L

b) Z okreslenia jest jasne, 2e Ly C (L§)*, a 2z drugiej strony, jesl Lo i'-Lé: 5
‘niezdegenerowane, to z poprzedzajacego rozamowania otrzymujemy

dim(LE)* = dim L — dim L} = dim Lo,

CO koriczy dowdd.

() Nawet osobliwa (preyp. tum.).

——
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3. Twierdzenie. Niech (L,g) bedzie shoriczenie wymiarowq przesirzeniq o
gonalng (nad cialem charakierystyki # 2) hermitowskg lub symplektycang. Wted
istnieje rozktad L na sumg prostq parami ortogonalnych podprzestrzent

L=L;@ - - @Ln,

Jednowymiarowych w przypadku ortogonalnym i hermitowskim, ¢ jednowymiamw
zdegenerowanyeh lub dwuwymierowych niezdegenerowanych w przypadku symp
tycznym.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje wzgledem dim L. Przypadek dim L = 1
trywialny, niech wiec dim L > 2. Jedli g jest forma zerowa, to nie ma nic do dowo
nia. Jedli ¢ jest niezerowa, to w przypadku symplektycznym istnieje para wekio
I, I € L, dla ktorych g(fy, &) # 0. Zgodnie z p. 10 poprzedriego paragrafu podp
strzefi Ly rozpieta na tych wektorach jest niezdegenerowana. Na mocy stwierdz
p. 2 L = Lo Ly, a na mocy zalozenia indukcyjnego mozna dalej rozt ozyc LL
w tezie twierdzenia, co prowadzi do zadanego rozkiadu L. :

Dla ortogonalnego i hermitowskiego przypadku wykazemy, ze z mezdegeu
wania g wynika istnienie niezdegenerowane] jednowymiarowej podprzestrzeni
a sprawdziwszy to, bedziemy mogli przyjad L = Lo @ Lt 1 zastosowaé poprzed
rozumowanie, tj. indukcje wzgledem wymiaru L.

W samej rzeczy, przypusémy, ze g(/, [) = 0 dla wszystkich [ € L. Wéwezas ¢
bo dla kazdych [, I, € L mamy '

0=g(lh+ b, L +bL)=g, L)+ 290, B+ g(ly, &) = 29(41, 1)
lub

0= g(li+ b, L+ L) =g(l;, L)+ 2Reg(l1, L) + g{l, ) = 2Reg(l1, 13)

W przypadku ortogonalnym wynika stad od razu g(lj, I;) = 0, natomjast w pi
padku hermitowskim otrzymujemy tylko Reg({\, 1) = 0, tj. g(l1, &) = iq, a E
Jednak jesli a # 0, to takze

0 = Reg{(ia) 'l 1) = Refia) " g{ly, ) = 1

Otrzymana sprzecznoéé dowodzi twierdzenia. :

Przejdzmy obecnie do zagadnienia jednoznacznodci. Qtrzymany w powy?
twierdzeriu rozklad na ortogonalng sume prosta jest w duzym stopniu niejéc
znaczny, poza trywialaymi przypadkami wymiaru 1 (i 2 w przypadku symplekt;
nym). W przypadku geometrii ortogonalnej nad ogélnymi ciatami niejednoznac;
wyznaczony jest nawet zbidr niezmiennikow a; € K*/(K*)?, ktdre charakieryzyj
ograniczenia g na jednowymiarowe przestrzenie L;. Dokladie rozwiazanic probl___eiii
klasyfikacji pruestrzeni ortogonalnych w istotny sposéb zalezy od wlasnodei ¢



§ 3. Twierdzenia klasyfikacyjne 109

stawowego; np. dla K = @ jest zwiazane z takimi subtelnymi zagadnieniami
corioliczbowej natury jak prawo wzajemnoséci kwadratowej. Dlatego w przypadku
rtogona,lnym ograniczymy si¢ tylko do opisania wyniku dla K = R i C (pewne
alsze szczegoly mozna znalezé w § 14).

‘Niezmienniki przestrzeni z metryka. Niech (L, g) bedzie przestrzenia z
zynem skalarnym. Oznaczmy n = dim L, ro = dim Lo, gdzie przez L oznaczyli-
my jadro ¢. Poza tym wprowadzimy jeszcze dwa dodatkowe niezmienuiki, odnoszace
q'tylko do przypadkéw geometrii ortogonalnej nad cialem R i geometrii hermitow-
iej, a mianowicie ry oraz r_, oznaczajace licabg dodatnich, odpowiednio ujemnych,
_'Jeanowymlarowych podprzestrzeni L; w rozkladzie L na ortogonalna sume prosta
anym w twierdzeniu p. 3.

© Mamy oczywiscie 7o < n i n = rp+ ry + r. dla geometrii hermitowskiej i
ogbnainej nad R. Uklad (rg, 4, r-) bedziemy nazywaé sygnaturg przestrzeni.
17y ro = 0 sygnaturg nazywamy nieraz takze (r, r_) albo nawet r —r_ (traktujac
7y + 7 jako znane).

Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie o jednoznacznoéci.

5. Twierdzenie. a] Przestrzenie symplektyczne nad dowolnym cialem, o takse
réés'trzenie ortogonalne nad C sq okredlone z dokladnodciq do izometrii przez dwie
czby calkowite n, ro, tj. wymiary preestrzeni i jgdra iloczynu skalarnego.

'b) Przestrzenie ortogonalne nad cialem R i przestrzenie hermitowskie nad C
‘s okreslone 2z dokladnoseiq do izometrit przez sygnature (rg, T4, T.), ktdre nie za-
7y od wyboru rozkladu ortogonalnego (ta ostatnia czgéé twierdzenia nazywa sig
pierdzeniem(') o bezwiadnosci formy).

; Dowo d. a} Niech (L, g) bedzie przestrzenia symplektycznad lub ortogonalng nad
t Iem C. Rozwazmy rozklad na sume prosta, L == EB L;, opisany w twierdzeniu p. 3.

"-Wykazemy, ze ry jest rowna liczbie Jednowymtalowych zdegenerowanych wzgledem
podprzestrzeni wystepujacych w tym rozkladzie, a nawet, ze suma Lo tych prze-
'r_zem jest jadrem g. Rzeczywidcie, jest jasne, Ze ta suma jest zawarta w jadrze g,
bo"eiementy Ly sy ortogonalne zarowno do Lg, jak 1 do pozostatych skladnikéw tej

tmy Z drugiej strony , jeshi Ly = GB L, oraz

fmej, leLj, .:.ij>7"0, L’j%ﬁ,

Ju=1

) wowezas w przypadku ortogonalnym

g, L) = gl{l;, 1;) # 0,

1) Sylvestera (preyp. thum.).
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a w przypadku symplektycznym istnieje tali wektor I} € L;, ze

gl 1) = g(0;, 1) # 0.

W przeciwnym przypadku jadro ograniczenia ¢ do L; byloby nietrywialne, wiec g
bylaby formg zerowa na L; na mocy § 2, p. 10, co byloby sprzeczne z tym, ze j > ry,
Zatem ! ¢ (jadro g}, wiec L{; = (jadro g). '

Niech teraz {L 9) 1 (I, ¢') beda dwiema takimi, jak zalogzyliémy, przestrzeniami
o 3ednakowych nirg. Konstruujac dla nich rozkiady na ortogonalne sumy proste [ =

GB Lii L= @ L}, dla ktérych (jadro g) = GB L; oraz (jadro ¢’} = @ L%, mozemy

zdeﬁmowac !Zomeﬁflfé (L, g)z (L', ¢') jako sume; prosta, € f; 1zometru fili = I,
ktdrych istnienie jest zagwarantowane rezultatami 82 p.p. 7, 10.

b} Niech teraz (L, g) i (L', ¢') beda ortogonalnymi przestrzemaml nad R lub
hermitowskimi przestrzeniami nad € o sygnaturach (ro, ry, r_) 1 (rg, 4, 7} okr
slonych za pomoca rozkiaddw ortogonalnych L =@ Li, I’ =P L}, o ktorych byla
mowa w twierdzeniu p. 3. Zalézmy istnienie izometrii miedzy syml przestrzemamr
Wéwezas po pierwsze dimL = dim I/, a wige rg + 74 + 7. = g + i+ rl. Das
lej, dokladnie tak samo jak w poprzednim punkcie, mozna spra.wdzxc ze g jest
wymiarem jadra g, a ry — wymiarem jadra ¢', a same te przestrzenie sg sumami
przestrzent zerowych L; i L} w odpowmdmch rozkladach. Z zalozenia o 1stnaen1u
izometrii wnioskujemy, zeJera g1 ¢ sa liniowo izomorficzne, skad dalej wymka ze:

ro = ryiry +ro =71y + 1. Pogostaje sprawdzi¢, ze ry = 1/, oraz r_ = ¢l Nlech_
L=Le® L, DL, '=L\& L\ @ L', gdzie praez Ly, Ly, L_ oznaczyliémy sumy
Zerowy ch, dodatnich i ujemnych podprzestrzerﬂ w wascmwym rozkladzie L i podob-
nie dla I'. Wykazemy teraz, 7e zalofenie ry = dim L, > r/ L =dim L prowadm do
sprzecznodci — w podobny sposéb mozna wykluczyé mozliwodé ry < rf. Ogra-

mczmy izometrig f: L — I’ do L+ ¢ L. Kazdy wektor f(I) mozna jednozna.czmer
zapisaé jako sume

f(l)=f( Jo+ f(D)y + F(D)-,

gdzie f{I )+ € Ly, itd. Odwzorowanie Ly, — Ly : I+ f(I)4 jest liniowe. Z zaiozonejj
nieréwnosci dim Ly > dim L, wynika, e istnieje niezerowy wektor | € Ly, dla
ktérego f(1)4 =10, a zatem

FO = o + (D)~

Jednakze g(I, I} > 0, poniewaz { € L,, a L, jest suma prosta ortogonalna éoda,t-_"
nich Jednowymxarowych podprzestrzeni. Poniewas f jest izometria, wiec powinni$my
mie¢ takie ¢'(f(1), f(I})) > 0. Z drugie] strony,

g, ) =g (Flo+ £, f(1o + (1)) = ¢ (), F(1)-) < 0.

Ta sprzecznos¢ koriczy dowdd tego, ze sygnatury izometrycznych przestrzeni, wy
znaczone w dowolnych bazach ortogonalnych, sa jednakowe. Odwrotnie, jesli (L, g
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(L' g') sa dwiema przestrzeniami z jednakowymi sygnaturami i ortogonalnymi roz-
‘tadami L = @ L;, L' = @ L, to miedzy podprzestrzeniami wystepujacymi w ich
;Ortogona,lnych rozgkladach mozna okreslié wza,}cmme jednoznaczna odpowiedniodé
‘[; «— L}, ktdra zachowuje znaki obcigcia g do L; i ¢’ do L] odpowiednio. Na mocy
cezultatow §2 p. p. 7, 8 istniejg izometrie fi: L; — L}, a 1ch suma prosta @ f; jest
‘jzometrig L na L',

¢ Teraz wyprowadzimy pewne wnioski i podamy inne sformulowania twierdzes z
. p- 3, 5, aby wydoby¢ réznorodne aspekty rozwazanej sytuacji.

6. Bazy. Niech (L, g) bedzie przestrzenig z iloczynem skalarnym. Baze {e,, ...,
e.} preestrzeni L nazwiemy bazq ortogonalng (prostopadia), jesli gle;, e5) = 0 dla
‘kazdej pary © s j. Z twierdzenia p. 5 wynika, ze kazda przestrzert ortogonaina
“lub hermitowska posiada bazg ortogonalng. Istotnie, wystarczy skonstruowad roz-
‘Klad L = @ L; na jednowymiarowe ortogonalne podprzestrzenie i wybrad e; € L;,
¢ # O
%Bazg ortogonalng nazywamy ortonormalng, jesli g(e;, e;) = 0, £1 dla kazdego
“i. Rozwazania z konca § 2 pokazuja, ze kazda przestrzed ortogonalna nad R lub C i
‘kazda przestrzent hermitowska posiada baze ortonormalng. Twierdzenie p. 5 pokazuje,
se liczby elementdéw bazy ortonormalnej, dla ktérych gles, e;) = 0, 1 lub —1 nie zaleza,
‘od bazy dla K = R (przypadek ortogonalny) i K = C (przypadek hermitowski).
"W przypadku ortogonalnym nad cialem C zawsze mozna doprowadzié do tego, aby
‘gle;, e;) = 0 lub 1, a liczby odpowiednich wektoréw dla danej bazy nie zalezaly od
‘jej wyboru. Macierz Grama bazy ortonormalnej ma postac

E,| o | o
0 |—-£_| o
o | o | o

{przy whasciwym uporzadkowaniu). Najczedciej pojecia bazy ortonormalnej uzywa
sie¢ w niezdegenerowanym przypadku, gdy nie wystepuja wektory e;, dla ktorych
gle:, e;) = 0. Nastepujaca wazna, pomimo swolei prostoty, formula pozwala napisaé
jawna postaé wspdlczynnikdw rozkladu dowolnego wektora e € L w bazie ortonor-
malnej {(w przypadku niezdegenerowanym):

igeeg

2] g 81,

Rzeczywidcie, iloczyny skalarne wyrazen z lewej i prawej strony z kazdym wekiorem

& 83 jednakowe, a z niezdegenerowania formy g wynika, ze jedli g(e, e;) = g(e, &)
dla kazdego 4, to e = €', bo e — ¢’ nalezy do jadra formy g.

' W przestrzeni symplektycznej baza ortogonalna moze istnieé tylko wtedy, gdy

g = 0. Jednak twierdzenie p. 3 zapewnia istnienie bazy symplektycznej {e1, ea,.. .,
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€, € e €970 €301, .., Ex b, SCharakteryzowanej spelnieniem réwnoéci
T3 brtls t H +1s ’

gles, erpi) = ~glerpiy &) =1, 1=1,...,7,

i réwnodcia, zeru iloczyndéw skalarnych wszystkich pozostalych par wektoréw ba;
Rzeczywidcie, wystarczy rozlozyé L na sume prosta ortogonalng dwuwymiarowych
niezdegenerowanych podprzestrzeni L;, 1 <1 < r, jednowymiarowych zdegene
wanych L;, 2r < j < n, jako {e;, ey}, 1 <t < 1, przyjaé baze przestrzeni
skonstruowana w § 2, p. 10, a jako e; dla 2r < § < n wziaé dowolny mezero
wektor przestrzeni L;. Macierz Grama bazy symplektyczne] ma postaé

0 k| 0
~E. 0 0
0 0 0

Na podstawie twierdzenia p. 5 rzad formy symplektyczne] jest réwny 2r. W szc
goélnosci, niezdegenerowana przestrzen symplektyczna ma wymiar parzysty.
Niech L bedzie niezdegenerowana przestrzenia symplektyczna, a {€1. ¢
€ri1y-- -5 €2} = j&j baza symplektyczng. Niech L, bedzie powloka liniows {el.
er}, a L, — powloka liniows {e,41,...,es-}. Oczywiécie przestrzenie Ly i L3
osobhwe wymiar kazdej z nich jest pokowq. wymiaru L ooraz L = Li @ L, Od“'
rowanie kanoniczne §: I — L* wyznacza odwzorowanie

gi: Ly = Ly, gille}h) = g(b, ).

Jest ono izomorfizmem, bo diml; = dimfL = dimL} i Kergi = {0}: wek
nalezacy do Ker gy jest ortogonalny do Ly, bo L, jest osobliwe, i do Ly z konstruk
a L jest niezdegenerowana. :

Stad wynika, 2e kaida niezdegenerowana przestrzei symplektyczna jest izom
tryczna z przestrzeniq postact I = L1 @ Ly = formq symplektycang

g{(f: !)a (ff’l’)) s f(l’) - f,(l)a £ f! & LI, { I'e L.
Dalsze szczegoly podajemy w § 12,

7. Macierze. Opisujac loczyny skalarne za pomoca macierzy Grama i przeé_
dzac od dowolnie wybranej bazy do bazy ortogonalnej lub symplektycznej, otrzym
jemy, opierajac sie na rezultatach § 2, p. p. 2, 6 tego paragrafu, nastepujace fakt

a} Kazda macierz kwadratowa symetryczng G nad cialem K mozna spt‘owaé
do postaci diagonalnej za pomoca, przeksztalcenia G - A'GA, gdzie A jest nieoso
bliwa. Dla K = R moZna osiagnaé i to, aby na diagonal wystepowaly wylaczniel
t 1, adla K = C tylko (1 1; licaby elementéw réwnych 01 41 (011 odpowiedi}
zaleza tylko od G, a nie zalezq od A,
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) Kazda antysymetrycznq magcterz kwadratowa, ¢ nad cialermn K charaktery-
yki # 2 mozna sprowadzié za pomoca, przeksztalcenia G — A'GA, gdme A jest
;éosobhwa, do postaci

0 E.| 0
—-E.| 0
0 0 0

jczba 2r jest réwna rzedowi G.

¢) Kazda macierz hermitowska G nad C mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej
7 d;a,gonalnyml wyrazami réwnymi 0 i +1 za pomoca przeksztalcenia G — A'GA,
. dz:e A nieosobliwa. Liczby elementow na diagonali réwnych odpowiednio 0 1 £1
za,iezad tylko od G.

8. Formy dwuliniowe. Jesli wektory przestrzeni (L, g) z ustalong bazg zada-
aé wspdlrzednymi w tej bazie, to g wyraza'si¢ przez te wspodlrzedne jako forma
wuliniowa 2n zmiennych, n = dim L, wzorem

AT i Yrs e Ya) = Y gy = TG,

4,1
dzie G jest macierza Grama tej bazy. Zmiana bazy prowadzi do liniowej zamiany
miennych 21,...,2 1 ¥1,...,¥n Za pomocs, tej samej macierzy nieosobliwej A w
rzypadku dwulm;owym (a macierzy A dla 7 i macierzy A dla § w przypadku pdito-
al1n1owym) Dotychczas wykazane rezultaty oznaczajg, ze w zaleznoéci od symetrii
“macierzy G forme mozna doprowadzié¢ za pomocy takiego przeksztalcenia zmiennych
“do jednej z nastepujacych postaci, zwanych kanonicznymi.
- Przypadek symetryczny nad dowolnym cialern:

by a; =0 albo 1.

.'_gdme a; = 0 albo 1.
* Przypadek symplektyczny: n = 2r + ry 1 forma ma postaé

g( fa y-‘) - Z(miyr+i - yém'r-}»i)-
EE
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9. Formy kwadratowe. Odwzorowanie ¢: L — K nazywamy formg kwadrato
na przestrzeni L, jesli istnieje taka forma dwuliniowa i L x L — K, 2e

g(l) = a1, 1) dla kazdego lel.

Wykazemy, ze jesli charakterystyka caaia K jest # 2, to dla kazdej formy kwadra
wej ¢ istnieje jedyna symetrycina forma dwuhnmwa g, nazywana formg biegunowy
g, dla ktdrej ¢(I) = g(l, 1).

Dla wykazania istnienia takiej formy, wybierzmy dowolna, forme dwuhanq
dla ktérej ¢{l) = h{l, I) i zdefiniujmy forme dwuliniows g wzorem

g(l, m) 2[hl m) + h(m, ).

Oczywiscie, g(l, m) == g(m, {), tj. forma g jest symetryczna. Ponadto

g(0, 1) = S [h(0, 0+ A, D] = o)

a dwuliniowoéé natychmiast wynika z dwuliniowosci h.

Dla wykazania jedynoéci, zauwazmy, ze jeshi ¢{l) = g:({, I} = g(l, 1}, gdzie g1,
sa dwuliniowe i symetryczne, to forma dwuliniowa g = g; — g3 jest tez symetrycz;
i g(I, 1) = 0 dla kazdego ! € L. Zgodnie z rozwazaniami w dowodzie twierdze;
p. 3 wynika stad, e g(/, m) = 0 dla kazdych I, m € L, co dowodzi tezy. Zauwazr
jeszcze, ze jesli g(1) = g(I, [) dla symetrycane] g, to '

gll, m) = ot +m) - a(l) ~ g(m)].

W ten sposéb dowiedliémy, Ze geometrie ortogonalne (nad cialami charakterysty
# 2) mozna traktowad jako geometrie par (L, q), gdzie ¢: L — K jest formg kw.
dratowa. Forme kwadratowa mozna wyrazic¢ poprzez wspdtrzedne wzorem

n
) =) ajuizg,

1,7=1

a macierz (a;;) jest wyznaczona jednoznacznie pod warunkiem symetrii a;; = ay, o
o 2 2

¢z, 22) = anyz] + 2&12.’121:122 + agz;.

Z twierdzen klasyfikacyjnych wynika, Ze forme kwadratowa mozna sprowadzxc
postaci sumy kwadratéw zmiennych z pewnymi wspolezynnikami

¢(7) =) awl,
i=1

za pomocs liniowej zamiany zmiennych o nieosobliwe} maciersy. Jedli K = R,
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mozna przyjaé, ze a; = 0,+1; lezby ro, vy, r_ wspdlezynnikéw réwnych zeru, plus
i minus jedynce sg okreslone jednoznacznie i skladajy sie na sygnature wy;scxowej
formY kwadratowej, a vy + 7. jest jej rzedem. Jesli K = C, to mozna przyjaé, ze
u=01,2 liczba jedynek to rzad formy, ktéry takze jest okreslony jednoznacznie.

§ 4. Algorytm ortogonalizacji i wielomiany ortogonalne

: _'.W tym paragrafie opiszemy klasyczne algorytmy stosowane dla otrzyrnywania
baz ortogonalnych oraz wazne przyklady takich baz w przestrzeniach funkcji.

.1. Sprowadzenie formy kwadratowej do sumy kwadratéow. Niech

q(:m, .- 'amn)_m Z QijTiLj,  Qij = Gji,

_ i1

bedzie forma kwadratows nad ciatem K charakterystyki # 2. Nastepujaca proce-
dura. daje wygodny spos6h wyznaczenia takiej liniowej zamiany zmiennych z;, ktéra
sprowadza ¢ do sumy kwadratow (ze wspdlczynnikami).

Przypadek 1. Istnieje niezerowy wspdtczynnik diagonalny. Ewentualnie zmienia-
3¢ numeracje zmiennych, mozemy przyjac, ze ay # 0. Wiedy ‘

g(T1,- s z0) = anzt + 21{2a52%0 + -+ - + 2a1,%.) + ¢ (T2, ..., Ta )y

gdéie ¢ jest formg kwadratowa nie wiecej niz n — 1 zmiennych. Uzupetniajac do
elnego kwadratu, mamy

o 2
aia Qin 1
Q'(xla"-uxn) = 2y (3)1 -+ E'-mz + 4 a—ﬁn) +4q (wg,. e ,a:n),
11 11

gdzie ¢” oznacza nowsy forme kwadratowa < n — 1 zmiennych. Przyimujac
Y1 = 21 + ay (@aT2 + - - + @inZa), yé = Z2y0r -y Yn = Tny
otrzymujemy w nowych zmiennych forme

auys +¢"(¥n -1 Yn);

astepny krok polega na zastosowaniu algorytmu do ¢”.
Przypa,dek 2. Wsaystkie elementy diagonalne sq réowne zeru. Jesli w ogdle ¢ = G,

0 nie ma nic do zrobienia, bo q= Z 0-z?. W przeciwnym przypadku, ewentualnie

1{Zm1ema;a¢c kolejnosé¢ zmiennych, mozna zalozyd, Ze app # 0. Wowcezas
B Q(:‘vlg res :xn) = 2a19&1%q + .1011!1(133, ceay :L‘n) + Zl'gtz(ﬂla, sy Ccn) 4 q L3y ese,y .I‘n),
dzie Iy, I, s3 formami liniowymi, a ¢' — forma kwadratowa. Przyjmijmy

Ty =y Yo, Tz=Yi—Yo, Ti=y, 23
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W tak okreslonych nowych zmiennych forma ¢ prayjmuje postaé

2a0(y} — 42) + 4" (W1, 92, -1 ¥),

przy czym w q" nie wystepuja wyrazy zawierajace y# ani yf. Mozna wiec do tej ost_':.
niej formy zastosowad sposob polega,jascy na wylaczeniu pelnego kwadratu, ktdr
byl opisany wyzej i znowu zmniejszyé hczbg zmiennych. Kolejne zastosowanie ty

krokéw doprowadzi forme do postaci E a; 7k, Ostateczna zamiana zmlennych jes
a2l
nieosobliwa, poniewaz wszystkie posrednie zamiany byly takie. _
Ostatnia zamiana zmiennych postaci u; = \/|a;|z; dla a; # 0 w przypadka
Riu; = \/a;z dlaa; # 0 w praypadku K = C sprowadzi forme do sumy kwadratg
.ze wapdlezynnikami 0, +1 lub 0, L. :

2. Algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta. Jest on bardzo bliski'd
opisanego w poprzednim punkcie, ale sformulowany zostanie w sposdb bardziej ge
ometryczny. Bedziemy rozpatrywaé lacznie praypadek ortogonalny i hermitowsk

Wyijsciowymi danymi do tej konstrukeji sa przestrzed (f., g} z metryka §
tryczna lub hermitowska t wyrdzniona w niej baza {e{,...,¢,}. Niech L; ozna
podprzestrzen rozpieta przez wektory e, ... ¢l, i =1,. l’sm s mtogonah?a
mozna traktowad jako konstruktywny dowod nas%gpumcogo faktu:

3. Stwierdzenie. Uzywajqe wprowadzonyeh wyiei oznaczedt, zaléimy, ie ka.
podprzestrzed L; jest niezdegencrowana. Wéwezas istnicje taka baza orfogonaly
{ei,...,en} przesirzeni L, Ze powloka liniowa {ey,...,e;} jest rdwna L; dla’k
dego i = 1,...,n. Méwimy, Fc lu baza 20slalu olvzpmana w wynike ortogonali
bazy wyjsciowej {€},... e, }. Kaidy weklor ¢; jest wyznaczony jednoznacanie z-
klednosciq do czynnike bedgcego niezerowym skalarem. '

ot

Dowdd. Wektory e; skonstruujemy przez indukeje wagledem 4. Jako g moze
wzial e]. Jesh ey, ..., e,y sq juz wyznaczone, to ssukamy e; w postaci

-1
=¢ - 1;¢}, ;€ K.

i=I
Poniewaz {e},...,€!} rozpinaja Li, a {el,...,el_ |} i {e1.. .1 g1} roupinajy Li
wige wektory ey, ... ey wraz # dofaczonym do nich dowolnym wektorem e
‘postaci beds rozpinaé L;. Dlalego wystarczy tak dobrad wspolezyoniki .2
byl on ortogonalny do e,...,e;iy lub, réwuowainie, do ¢f,...,el_,. Te waru
oznaczaja, ze gleq, €, =0, k=1,...i~ 1, cayli ' o

i-1

doaglel, o)y =glel, &), k=1,...,1-1,
E=1

Jest Lo uklad ¢~ 1 réwnait liniowych %4 1 llltWId(lOll]yllll x; 1 macierza wspole Ayl_
kéw uktadu réwna macierzy Grama bazy {ef, €.} przestrzeni L; 1. Z zai
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Iegt ona nieosobliwa, wiec rozwiazania x; istnieja i sg jednoznacznie wyznaczone. Do-
wolny niezerowy wektor é; ortogonainy do L;_; musi byc proporcjonalny do e;.
. Prostszy 1 bezposrednio rozwigzywalny ukiad réwnan otrzymujemy, postuiujqc

i-1
- e,-mef—Zyjej, ijK,

=1
przy czym traktujemy wektory ey, ..., e;_1 jako wyznaczone poprzednio Poniewaz
,€i-1 83 parami ortogonalne, z wa,runkow gleie;) =0,1<j<i-1,otrzy-

_ g(eiv 83')

' g(ﬁj ] ) '
Caiym pomyslem, na ktérym opiera sig ten dowdd, jest jawne napisanie ukladéw
rownat hmowych ktérych rozwiazania okredlaja e;. Zauwaimy, e macierzami wspét-

czynmkow pierwszego ukladu 52 kolejne minory diagonalne macierzy Grama bazy
wyjéciowej:

=1, 01

Gi = (g(ejaek)) 1 <j7 k<.

Gdyby nie nasze dazenie do algorytmizacji konstrukeji, jeszcze prosdciej byloby ro-
zumowaé w sposdb nastepujacy: na mocy stwierdzenia § 3, p. 2 i niezdegenerowania
Li-y mamy

Li=Li,.®L:,, dmli, =dimL;—dimL;,.
T@ijaz mozna wziad jako e; dowolny niezerowy wektor z Lf .

4. Uwagi i wnioski. a} Proces ortogonaﬁzacji Grama-Schmidta najczesciej
stosuje sie w przypadku, gdy ¢{(l, [) > 0 dla kazdego ! € L, | # 0, tj. w przypadku
przestrzeni euklidesowych i unitarnych, kidre bedziemy szczegélowo badaé pééniej.
W tym praypadku kezda podprzestrrzert praestrzeni L jest automatycznie niezdegene-
rowana, a ortogonalizowaé mozna dowolng baze. Forme ¢ o tej wlasnosci nazywamy
dutnio okreslong, a jej macierze Grama nazywaja si¢ macierzami dodatnio okre-
slonymz
b} W przypadku K = R lub C mozna od poczatku konstruowaé baze ortonor-
malna. W tym celu nalezy zastapié¢ wektor ¢; wyznaczony metods podang w dowo-
dzie twierdzenia wektorem [g(e;, e;)|"/2e; lub, dla przestrzeni ortogonalnej nad C,
wektorem g(e;, e;)~1/2%e; :

“¢) Kazdg baze ortogonalnq niezdegenerowanej podprzestrzeni Ly C L mozna uzu-
pefmc do bazy ortogonalnej przestrzeni L.
Rzecaywidcie, L = Lo @ L¢, wiec jako szukane uzupelnienie moina prayjad ha/,c\
ortogonalna, L. Mozna ja wyznaczyé metoda Grama-Schmidia, jesli najpicrw uzn-
nié baze Lg do bazy L {dowolnie, ale tak by posdrednic podprzestrzenic by%y
mezdegenerowane)
-d) Niech {e},...,e.} bedzie baza (L,g), a {e1,...,,) — jei ortogonalizacia. Je-
dYﬂe niezerowe elementy macierzy Grama tej bhazy, ktorymz sa gle;, €;), oznaczymy
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przez a;. Jesh przyjac, ze g jest hermitowska lub ortogonalna nad R, to wspdles
niki @; sa rzeczywiste, a sygnatura g jest wyznaczona liczbg dodatnich i ujemn:
wspGlezynnikéw a;. Pokazemy jak ja wyrazi¢ za pomocq minoréw wyjsciowej
cierzy Grama G = (g(e, €})). Przez G; oznaczymy i-ta diagonalng podmaciers
tj. macierz Grama {e},...,e!}. Jesli przez A; oznaczyé macierz przejécia do b,
{er, ... e}, to

det(gler, ¢;))ycpjci = B 0i = det(AlGiA:) = det Gi(det A;)?
w przypadku ortogonalnyfn oraz
a1+ a; = det{ AIGiA;) = det Gy det Ay
w przypadku hermitowskim. Dlatego w kazdym praypadku mamy
sgn(ay - -+ a;) = sgn{det G;)

(tutaj sgn(t) oznacza znak liczby ¢ € R). A wiec sygnatura formy g jest wyzna;
przez liczbe dodatnich i ujemnych elementdw ciggu :

deth de:th

det Gl’ dﬂtG1 e deth_1 '

W szczegélnodcl, forma g (i jej macierz G) jest dodatnio okredlona wiedy i ty
wtedy, gdy kezdy minor glowny det G; jest dodatni (praypomnijmy, e tutaj G
albo rzeczywista symetryczna, albo zespolona i hermitowsko symetryczna). Ten v
nik nazywa si¢ kryterium Sylvestera okreslonodei (dodatniej albo ujemnej) maé;_

Ogdiniej, dla nieosobliwej formy kwadratowej nad dowolnym cialem tozsa

v = dek Gi(det A

pokazuje, ze dowolng formg o symetrycznej macierzy G i niezerowych min
glownych det G; mozna za pomocy liniowef zamieny zmiennych sprowadzié do post

det G; :
i tGo = 1,
ZdetGQ ](y det Gg = 1

=1

bowiem kwadraty (det A;)*, uniemozliwiajace bezpoérednie wyrazenie wyrazow
przez det G}, mozna wprowadzié jako czynniki do definicji nowych zmiennych
wynik nazywa sie twierdzeniem Jacobiego. '

5. Formy dwuliniowe na przestrzeniach funkcyjnych. Niech f;, f3
funkcjami okreslonymi na odcinku (a,d) osi rzecaywistej (dopuszczamy mozliw
o= -0, b = 00) 0 wartoéciach rzecaywistych lub zespolonych, Ponadto!nie
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) bedzie ustalong funkcja na odcinku (a, ). W analizie czesto wystepuja formy
b;liﬂiowe na przestrzeniach funkcji zadane wyrazeniarmi typu

b

gfi, 1) = [ G@)fula)fale) de

&

u{;'(PrZYPa‘dek poéttoraliniowy)

gl f2) = [ G ARE) &

N};t'.i;rainie, G, fi1 fa musza spelniac pewne warunki calkowalnosci, ale w ponizszych
ﬁgﬁykiadach beds, one spelnione automatycznie.

‘Furnkcja G nazywa;sie wagq formy g. Wyrazenie

a(f, ) fG V(2)?dz lub jG i

nazywamy Sredniq kwadratowq wazong funkcji f {z waga G); jesli G > 0, to te wiel-
kos¢ mozemy traktowad jako pewna calkows miare odchylenia f od zera (funkcji
owej). Typowy problem aproksymacji funkeji f kombinacjami liniowymi zada-

gb ukladu funkcgl fivoooy fny . polega na poszukiwaniu takich wspdlczynnikow
15 sy Gy - - -, KEGTE PTZY zada.nym n mlmmahaum srednig kwadratows wazona funk-

f=3aifi.

Zobaczymy péiniej, ze wspolczynniki a; wyrazaja sie szczegdlnie prosto, jesl
{fi} stanowia, uklad ortogonalny lub ortonormalny wzgledem iloczynu skalarnego ¢.
V'tym paragrafie ograniczymy sie do jawnego opisania niektérych wagnych ukladéw
ogonalnych.

6. Wielomiany trygonometryczne. Tutaj G = 1, {a,b) = (0,27). Wielomia-
Rﬁ'ﬁ_?_li trygonometrycznymi (lub wielomianami Fouriera) bedziemy nazywaé skos-
e kombmaqe liniowe funkcji sinnz, cosnz lub skoriczone kombinacje liniowe
unkeji e n € Z. Zazwyczaj te plerwsze stosuje sie w zagadnieniach dotyczacych
un_k_qx rzeczywmtych a drugie — funkcji zespolonych. Poniewaz e'* = cosnz -+
sinnz, nad C obie przestrzenie wielomianéw Fouriera s identyczne. Nad R uzy-
my metryki dwuliniowej, nad C — pdltoraliniowej. Funkcje {1, cosnz, sinnz |
-1} i {e™® | n € Z} sa liniowo niezalezne, zaréwno nad R, jak i nad C 1 tworza
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uklad ortogonalny, jak to wynika 2 latwych do sprawdzenia wzordw:

i 7 s dym=n> 0
jcosnxcosmxdx=fs§nn$sgnm$d$={ » BRYy M= )
0 4 0, gdym # n,

27

f cosnesinmzdr =0,

0

o4 I

]e'infﬂ eima: d:ﬂ — /ei(n-—m)x dﬁ: — 27‘“, gdy m=n R 0,

2 5 0, gdyms#n

Zatem uklady funkeji

1 1 1 .
cos ne, sinnz, | n > 1J oraz {—-—~e"‘”

{\/2_7?\/— VT Var

sy ortonormalne. lloczyny skalarne funkeji f zadanej na (0,27) z el lementami ¢
ortonormalnych ukladéw nazywa sie wspolczynmkamz Fouriera tej funkcji i ozna

sie je przez
2
/ z)dz,
™5

2x
f ) cosna de, n>1
0

ﬁl

[
Sl

by = %Ujj{l) sinnrde, n>1,

dla funkcji raecaywistych [ oras

p 14
. [ LY iR
@, = ﬁ!j(l)t dv, neZ,

dla funkcji zespolonych. Jeshi samma lunkeja jest wiclomianem Fouriera, to na mo
wzort z § 3, p. 6 mamy

ity + —= Z(an cos na + by, sinne)

. i
I(.‘) - \/‘—— \/—n)i

dla funkcji reczywistej f, a



§ 4. Algorytm ortogonalizacii i wielomiany ortogonatne 121

la;funkql zespoionej f. Sumy wystepujace po prawe] sa, oczywiscie, skoriczone w
ozwazanym przypadku funkcji wielomianowych. Nieskoficzone szeregi takiej postaci
ywajd sig szeregami Fouriera, Problem zbieznosci takich szeregdw w ogdle, a w
zczegoh'}OSCl zbieznodci do tej funkeji f, ktdrej] wspdlczynnikami Fouriera s a,, 1 by,
tanowi jedno z gléwnych zagadnied w jednym z wazniejszych dzialéw analizy.

7. Wielomiany Legendre’a. Tu G = 1, (¢, 4) = (—1, 1). W rezultacie ortogona-
zak;p bazy {1, z, #%,...} przestrzeni Wleiomlanow o wspoiczynmkach rzeczywistych
trzymujemy Wleiomiany Pg(m) Py (x), Py(z),... zwane wielomianami Legendre’a.
azwyczaj normalizuje si¢ je, nakiadagazc warunek P,(1) = 1. Tak znormalizowane
._.wieiomlany Legendre a s opisane w jawny sposéb przez nastepujace

1 d”(
anp Idmn

2

8. Stwwrdzeme. Fo(z) =1, Pu(z) = -1 n>1

Dowdd. Poniewaz stopieft wielomianu (2 — 1) jest réwny 2n, a stopien
‘22 — 1) wynosi n, wiec Pp,..., P, rozpinaja te sama przestrzen nad R co
‘uklad 1,2,...,2%. Dlatego do sprawdzenia ortogonalnoéci F;, P; dla i # j, wystar-
zy sprawdzié, ze

1
f:ckPn(a:)dm =0 dlak<n.

-Calkujac przez czedci, otrzymamy

mk/ ks

._Pierwszy skladnik znika, gdyz (z% — 1)" ma w punktach +1 pierwiastek n-krotny, a
kazde rézniczkowanie zmniejsza krotnosé pierwiastka o jeden. Do drugiego skladnika
‘Mozna zastosowaé analogiczna procedure i po k krokach otrzymamy catke propor-
'_c;ona,lnac do

- 1)"dz.

1
dn—lc ) o dn—k—l
d - k($ - E) dI ] W

'Ze WzZoru Leabn:za otrzymujemy nastepnie

dn n b3 n dk n 7
(e =@+ =Z(,€)@(m—1) (2 +1)".

e

fa(l)zzgjnz(Z)

€0 koriczy dowdd.

aeela = 1)@

r= 2np!
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. . I _
9. Wielomiany Czebyszewa, G = w«im\/_“_._.w—, (a,8) = (-1,1). WI@IOZ}’.’EI
Ta(z), n 2 0, otrzymane przez ortogonalizacje bazy {1,z,z%,...} sa dane jawn

wzZorem -

~Nnnl n :
To(z) = ( (2271):1\/1 - mﬂa%(mz ~ 1" = cos(n arccos ),

a ich normalizacje wyrazaja, zwiazki

0, gdy m#n,
7/2, gdy m=n#0,
7, gdy m=n=0

f’ Tn(2)Ta(e) ; _
V91— g?

-1

10. Wielomiany Hermite’a. G = ¢, (a,b) = (—c0,00). Wieiomianyfﬁ
mite’a otrzymuje si¢ w wyniku ortogonalizacji bazy {1,z,2%,...}. W jawnej post

sa one dane wzorami
0 gt @

Hofe) = (~1)e (),

a ich normalizacje wyrasajy zaleznosei

o0

e niominie= (e, B 2

-0

Pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie podanie dowoddw tych fakidw.
Cwiczenia

1. Dowie$¢, ze hermitowska lub symetryczna forma g jest nienjemnie okreslor
tj. g(1, 1) = 0 dla kazdego | € L, wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory diaj
nalne jej macierzy Grama sa nieujemne.

2. Wykazad stwierdzenia sformulowane w p. p. 9, 10 tego paragrafu.

§ 5. Przestrzenie euklidesowe

1. Pefinicja. Przestrzeniq euklidesowq nazywamy skoniczenie wymiarowa rzec
wista przestrzen liniowa [ wraz z symetrycznym i dodatnio okreslonym iloczyne
skalarnym. :

Bedziemy pisaé (I, m) zamiast g(l, m) i |{[ zamiast (I,1)'/? liczbe |I| bedzie
nazywac dlugodciq wektora l.

Z rezultatéw wyprowadzonych w paragrafach 3, 4 wynika, ze :

a} w kazde] przestrzeni euklidesowej istnieje baza ortonormalna, ktérej wekto
majg dlugosé 1; a zatem
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b kazda taka przestrzen jest izometryczna z kartezjansks przestrzenia euklide-
soW@ ‘R, dlan =dim/L, w ktérej

b 1/2
@)=Y ew 18= (1)
LS | =1

Kluczem do wielu wlasnoéci przestrzeni euklidesowej jest wielokrotnie na nowo od-
krywana nieréwnoéé Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza.

2 Stwierdzenie. Dia dowolnych Uy, I € L zachodzi nieréwnosé
(I, &) < [l - |l

g_’iynoéé zachodzi wtedy 1 tylko wiedy, gdy wektory Ui, {3 sq liniowo zalezne.

‘Dowdd. W przypadku ; = 0, lewa i prawa strona sa réwne, a wektory sg
rzeczywiécie liniowo zalezne. Bedziemy rozwazac przypadek Iy # 0. Dla kazdej liczby
rzeczyw1ste3 t mamy~

[ty + LI = (th + lay th + ) = P + 26(h, 1) + |2 2 0

na mocy dodatniej okreslonosei iloczynu skala,rnego Wyréznik trojmianu kwadrato-
"’ego po prawej stronie ostatniej rownosci jest wiec niedodatni, tj.

(I, ) — L P1)? < 0.

Réwnoéc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy trdjmian ten ma pierwiastek rzeczywisty
5. W takim przypadku

[toly + L|* = 0 <= Iy = ~tols,

;f:jé_koﬁczy dowdd.
‘3. Wniosek (nieréwnosé tréjkata), Dle kezdych Iy, I € L

o+ L] <jhl+ |k, |h—k <) —-LI+ -4

-

‘Dowdd. Mamy
[+ L = (L + 205, k) + [)® < [a) + 204|561+ (LI = (6] + L)

z_amieniajadc w powyzszym I na Iy — Iy 1 I, na ly — I3 otrzymamy druga nieréwnosc.

-4, Wniosek. Diugosé evklidesowa wektora [ jest normg w sensie definicji po-
danej w czgsci 1, § 10, p. 4, a funkeje d(I,m) = [l — m] jest metrykq w znaczeniu
d"ﬁmqn p. 1, loc. cit.
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Dowdd. Nie zostala jeszeze wykazana tylko wlasnoéé jednorodnodci metr:
|al] = |a||l| dla kazdego ¢ € R, ktéra wynika z

lal| = (al, al)'/? = (@®[1])!/? = |a] - J1]

5. Katy i odleglosci. Niech i1, §; € L beda niezerowymi wektorami. Na_ W
stwierdzenia p. 2 ) :

l|||

Istnieje zatem jednoznacznie wyznaczony kat ¢, 0 < ¢ < 7, taki ze

L1
1

f"ﬂ

Cos (p ==

Nazywamy go katem pomiedzy wektorami U, l;. Ze wzgledu na to, ze iloczy
1arny jest symetryczny, jest to ,kat niezorientowany”, co wyjasnia zakres jégo zm
nosci w przedziale (0, 7). W zgodzie ze szkolng geometria kat miedzy ortogonaln
wektorami wynosi 7/2. Mozna systematycznie konstruowaé geometrig euklideso
wychodzac od podanych tu definicji kata i odleglosci, i przekonaé sie, ze w dw
i trzech wymiarach jest ona identyczna z klasyczna.

Na przyklad, wielowymiarowe twierdzenie Pitagorasa jest trywialnym wniosk
z definicji: jedli wektory Iy,..., 1, sa parami ortogonalne, to

n 2 n
Suf =2l

i=1
Zastosowanie znanego z geometrii plaszczyzny wzoru cosinuséw do tréjkata o bok
lla 12) l3 da’je

|52 = [L]? + [laf® — 2]l ] |lefcosy,

gdzie ¢ jest katem migdzy [y i I. W sformulowaniu wektorowym ls =y — I, EwW
powyzszy staje sie tozsamoscia,

[ = L = L)%+ L) - 2(3131_2)

na mocy naszego okreslenia kata.
Niech U, V C L beds dwoma podszoramz w przestrzeni euklidesowej. Odle
deig miedzy nimi nazywamy liczbe nieujemna

AU V) =if{|l, ~L| |, €U, € V).

Rozwazmy szczegélny przypadek, gdy U = {l} (jeden wektor), a V = Ly C
jest podprzestrzenia liniows. Na mocy stwierdzenia § 3, p. 2 mamy L = Ly @
=1y + I, gdzie ly € Ly, lf € L. Wektory Iy, Ifj nazywamy rzutami ortogonalnyn
wekiora I na Ly i LQ , odpowzednlo
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6'.' Stwierdzenie. Odleglosé wektora | od Ly jest réwna diugesci rzitu ortogo-

L=~ ml? = llo + I — mf* = |lo — m[* + [l

rownosc zachodzi tylko wtedy, gdy m = lg, co dowodzi tezy.
Jésh w Lo jest wybrana baza ortonormalna, {€1,...,en}, torzuty na L() wyznacza

wedlug wzoru

.lg w Z(l,e,-)e,-.

: [
W istocie, lewa i prawa strona ma jednakowe iloczyny skalarne ze wszystkimi we-
orami e;, wigc ich rdénica nalezy do L. Wreszcie,

d(l, Lo) = ‘z— (U, ex)es

i=1

najmniejsza wartoscia | —~ m|, gdy m przebiega wektory podprzestrzeni Lo.
oniewaz znowu na mocy twierdzenia Pitagorasa |lp}* < |12, wiec

> ey < IR
=1

. Zastosowania do przestrzeni funkcyjnych. Jako przyktad rozwazymy
fprzestrzen funkeji c:a,giych o wartosciach rzeczywistych okredlonych na (¢,b) C Rz
'czynem skalarnym

_ b
(,9)= [ fgda.

st ona wprawdzie nieskonczenie wymiarowa, ale wszystkie nasze nierdwnosci beda
nosi¢ sie do skonczonych ukladow funkcji z tej przestrzeni, mozemy wiec za kaz-
dym razem przyjmowa.c ze rozwa,za,my skoniczenie wymiarowg, przestrzen euklide-

Wac Mamy ff2($ dz > 01 jedli /f2 a:)d:x = 0, to f(z} = 0. Nlerownosc

_Ca,_uchy eg0~Buma,kowsklengSchwarza, przybiera postad

(jf(w)g(w)dx) S‘ifz(ff)dx]gz(:c)d:c
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a nieréwnosc tréjkata — postaé
1/2 b 1/2 B 1/2

f (f@)+g@) de|  <| [F@de) +| [0

Jedli (a,b) = (0,2x) i a;, b; sa wspdlczynnikami Fouriera funkcji f(z), tak Jak '
p. 6, to wielomian Fouriera :

fn(z) = f \/_; ay, cos nx + b, sin na)

jest 1zutem ortogonalnym f(z) na powloke liniows zbioru {1, cosnz, sinnz |
n < N}. Zatem wspdlczynniki Fouriera f(r) przy kazdym N minimalizuja sr'
wartos¢ odchylenia kwadratowego f(z) od wielomianéw Fouriera ,,stopma <
Nieréwnoéé |fn|? < |f]? przyimuje postaé

e +62)</f2
=l
Poniewaz prawa strona jest niezalezna od N i a2, b2 2 0, wigc szereg
o0
ag + ) (an + b))
nel
jest zbiezny dla kazdej funkeji ciagle] f{z) na [0, 2x]. Mozna wykazaé, e jego gx"_a,n
C Dy v
jest dokladnie f Fx) d=.

0 . i
W petni analogiczne rozwazania mozna zastosowaé do przypadku wielomi
Legendre’a, Czebyszewa i Hermite'a, Pozostawimy to czytelnikowi jako éwiczeni

8. Metoda najmniejszych kwadratdw. Rozwazmy uklad m réwnan liniow
z n niewiadomymi o wspdlczynnikach rzeczywistych

n
Za;jwj =b, t1=1,...,m
j=1

Zalozymy, e uklad ten jest ,nadokre$lony”, tj. m > n, a rzad macierzy wsp
czynnikéw jest réwny n, Taki uklad na ogdl nie ma rozwiaazarl Jednakze moz
prébowad znalezé takie wartodci niewiadomyeh 29, ..., 2%, 2eby sumaryczne sre
kwadratowe odchylenie lewych stron od prawych

E(Z au"" )2

fml “iml
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zyjmowa&o mozliwie najmniejsza warto$é. Ten problem ma wazne zastosowania
f’aktyce Na przyklad przy pomiarach geodezyjnych dzieli si¢ dang okolicg na
¢ tmgka,tow i mierzy pewne elementy tych tréjkatow, a inne oblicza za pomocs
LOTOW trygonometrycznych Poniewaz wszystkie pomiary sa obarczone pewnym
Qder'n' zaleca sie wykonanie pomiardw wiekszej liczby elementéw, niz jest to teore-
conie konieczne dla wyznaczenia pozostalych, ale wtedy réwnania dla pozostalych
mentéw prawie na pewno okazg si¢ niezgodne. Metoda na.jmmejszych kwadratow
swala-w takim przypadku otrzymaé ,przyblizone rozwiazanie”, bardziej wiary-
-godné z powodu wiekszej ilodci informacji wprowadzonych do zagadnienia.

okazemy teraz, ze to zadanie mozZna rozwigzad przy uzyciu rezultatéw p. 7.
traktujemy kolumny mamerzy wspdlezynnikdéw e; = (ayi,. .., @m;) i kolumne wy-
cazow wolnych f = (b, ..., by) jako wektory kartezjanskiej przestrzeni euklidesowej
mze staridardowym iloczynem skalarnym. Przyjmujac

n
e= Y zie
i=1

> (S aaes —b) =

F=1

__S_t@c'i:ﬁvynika, ze minimum éredniokwadratowego odchylenia jest osiagane wiedy, gdy.

:c?e, jest rzutem ortogonalnym f na podprzestrzen rozpiety przez wektory e;. To
qz_ﬁéféza,, ze wspdlrzedne z? nalezy wyznaczyé jako rozwigzania ukladu n réwnas z
niewiadomymi
T n
(Ziﬂ?ei, 83‘) = (f,ej), .? =1,...,n,

fml )

k nazywanego ,ukfadu normalnego”. Wyznacznikiem tego ukiadu jest wyznacznik
acierzy Grama. ({e;, ¢;)), gdzie )

en eJ Z Qi

]'é'st'on' 'rdzny od zera, bo zaioZylis’my, ze rzad wyjsciowego ukladu, tj. rzad ukladu
( (e:) jest réwny n (por. ¢wiczenie 5 do § 2). Dlatego rozwiazanie istnieje

a]rmemy si¢ teraz problemem ,mierzenia w przestrzeni euklidesowej”.

9. n-wymiarowa objetosé. Najprostszym figurom zawartym w jednowymiaro-
Wej przestrzeni euklidesowe], takim jak odcinki i ich skoficzone sumy, mozna przypi-
tugosci i, odpowiednio, sumy ich dtugodci. Szkolna geometria uczy jak mierzyé
p}aszczyzme pola takich figur jak prostokaty, tréjkaty i, z pewnym trudem, takze
a. Uogélnienie tych poje¢ praynosi gleboka teoria miary, na ktdra tutaj nie ma
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miejsca. Ograniczymy sie tylko do zestawienia podstawowych wlasnosci i do ele
tarnych obliczen zwiazanych ze specjalng miarg figur w n-wymiarowej przest_
euklidesowej — ich n-wymiarows objetoscia. ,
Bedziemy nazywad n-wymiarows objetoscig funkcje vol®, okreslon@ na pew
podzbiorach n-wymiarowe] przestrzeni euklidesowej L, nazywanych mierzalnym;
przyjmujaca wartoscl bedace liczbami rzeczywistymi nieujemnymi lub co (na:;
rach mierzalnych ograniczonych tylko wartoéci skoiczone). Rodzina zbiordw.
rzalnych powinna by¢ dostatecznie bogata. Tutaj po prostu postulujemy nastepu
spis wlasnodci funkcji vol™ i mierzalnoéé wchodzacych w ten spis zbioréw, nie dow,
dzac istnienia funkeji o tych wlasnosciach ani nie wskazujac naturalnej dzmdzmy

okreslonodci.
a) Funkcja vol" jest przeliczalnie addytywna, tj.

vol? (U Ui) = Zvol“ Ui, jedli Uinl; =0 dla i # j;

i=1 =]

vol' (punkt) = 0; vol* (odcinek) = diugoéé odcinka. Odcinkiem w jednowymiarow
przestrzeni euklidesowe] jest zbidr punktéw postaci th + (1 - 2)l, 0<t <1, a Je
diugoscig nazywamy liczbe 1l — .
by Jedli U CV, to vol* U < vol* V. -
c) Jesli L = L@ L, (ortogonalna suma prosta), dimly; = m, dim L,
UCL,VClytodlaUxV={(lhh)|helUl,eV}CL &L, zachodz

vol™ (U 5 V) = vol™ I/ - vol* V.
d} Jedli f: L — L jest dowolnym operatorem liniowym, to
vol*(f(U}) = |det flvol*U, n=dimL.

Wiasnosci a), b) nie wymagaja komentarzy. Wiasnoé¢ ¢) jest daleko idacym uogp
nieniem wzoru wyrazajacego pole prostokata jako iloczyn dtugoéci jego bokow all
objetosé prostopadloscianu jako iloczyn pola podstawy przez wysokosé. Zauwaz
ze z wlasnoéci ¢) wynika, iz (m + n)-wymiarowa objeto$¢ zbioru ograniczonego ¥
w L, zawartego w podprzestrzeni L, wymiaru m < m + n, jest réwna zeru. Rzecz
wiscle, wiedy L = Ll@L W =V x {0} oraz vol"{0} = 0 dla n > 0 na mocy.
ib).

Sens wlasnosci d) jest mniej oczywisty. Jest to zasadniczy wklad algebry liniow
do teorii objetosci euklidesowe], dostarczajacy objasnienia dla wystepowania jak
biandw w formalizmie calek wielowymiarowych. By¢ moze najbardzie] intuicyjuy
wyjasnieniemn te] wlasnosci jest obserwacja, ze operator rozciagniccia ¢ razy (¢ € B
w kierunku ktoregod z wektordw bazy ortonormalnej powoduje zwigkszenic objet
dci |a| razy na mocy wlasnoéci a) i b). Poniewaz dowolny nicxerowy wektor moz:
uzupeinié¢ do bazy ortogonalnej, wiec operator diagonalizowalny [ z wartodciar
wlasnymi ay,...,a, € R powinien zwickszaé objetodé |ai}-+ - |a,| = |det f] raz
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fﬂgiej strony izometrie powinny zachowywaé objetosci, a jak przekonamy sie
siniej, kazdy operator w przestrzeni eukhdesowej jest zlozeniem izometrii i opera-
diagonalizowalnego (por. § 8, éwiczenie 11).

A teraz, wykorzystujac te aksjomaty, podamy spis objetosci szeregu najprost-
i najwazniejszych n-wymiarowych figur.

10 Kostka jednostkowa. Tak nazywamy zbidr {tie; 4+ +inen |0 < 8 < 1},
dzxé {e}, ., €n} jest jakas baza ortonormalna L. Z wlasnosci a) i ¢) p. 10 od razu
yn;ka, ze jej objetosé jest réwna jednosci.

P;zy_;muja,c ze t; zmienia sie w przedziale 0 < t; < g, otrzymamy kostkq o boku
omewaz jest ona obrazem kostki jednostkowe] wzgle;dem homotetii — mnozenia
r7ez o - jej objetos¢ wynosi a®

: 11 n-wymiarowy prostopadloscian o krawedziach {/,,...,{,} jest to zbidr
t111 ++ tala | 10 < t; < 1}, Pokazemy, ze jego objetosé jest rowna /| det G|,
dzie G = {(&, §;)} oznacza macierz Grama ukladu krawedzi. W istocie, jesli uklad
fyios b } jest liniowo zalezny, to wyznaczony przez n1ego prostopadioscmn jest
warty w podprzestrzeni wymiaru < dim L i jego n-wymiarowa objeto$¢ réwna jest
_m na mocy uwagi z p.9, a jednoczeédnie macierz Grama ukladu jest zdegenerowana.
osta]e do rozwazenia przypadek liniowo niezaleinego uktadu {/,...,1,}. Niech
..., €n} oznacza baze ortonormalna, przestrzem Loaf— odwzorowame liniowe
= L, przeprowadzajace e; w l;,’dla ¢ = 1,...,n. Jesli A oznacza macierz tego
dwzorowania w bazie {e;}: '

(113"'3111) = (8;,...,8,1)14,

) macierz Grama {I;} jest réwna A'A, bo macierz Grama {e;} jest jednostkowa.

/I det G| = \/| det(AtA)| = |det A|.

'_d_ru'giej strony, |det A| = |det f| i f odwzorowuje kostke jednostkowa w nasz
prostopadiodcian. Na mocy whasnodci d) z p. 9 objetosé prostopadlodcianu wynosi
det f|, co chcielidmy wykazaé.

2. n-wymiarowa kula o promieniu r jest to zbidr wektordw

={{[lif<r}

lub; we wspétrzednych ortogonalnych,

'B_Q_I_'uewaé B™(r) mozna otrzymad z B*(1) przez rozciagnigcie r razy, wiec

vol® B™(r} = vol® B*(1)r™.
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Czynnik vol* B*(1) = b, moéna obliczy¢ tylko pray wykerzystaniu srodkéw
tycznych. Przecinajac (n + 1)-wymiarows kule n-wymiarowymi podrozmaitodes:
lintowymi, ortogonalnymi do ustalonego kierunku, otrzymujemy wzér indukeyjn

1
brss = [2 f (VIi=a2)" dm‘n+1]bn, n> 1.
]

Oczywiscie, by = 2, by = 7, b3 = in.

13. n-wymiarowa elipsoida z pdlesiami ry,...,r,. We wspdlrzednych oty
‘gonalnych jest ona zdefiniowana przez nierdéwnosé

RS
(5 =t
i=1 i

Poniewaz mozna ja otrzymad z kali B™(1), rozciagajac te ostatnia w stosunku
kierunku kazdej z pdlosi, jej objetodé jest rowna b,ry -« ry.

14. Pewna wlasnosé n-wymiarowej objetosci, Polega ona na tym, ze
bardzo duzych n ,objelosé n-wymiarowej figury jest skupiona w poblizu je
wierzehn?”. Na przyklad, objetoéé pierdcienia kulistego zawartego pomiedzy sfer:
o promieniu 11 1 —& wynosi by[1 — (1 —&)"], co przy ustalonym dowolnie malym
przy rosnacym n dazy do b,. Dwudziestowymiarowy ,arbuz” o promieniu 20 ¢
skorka grubodei 1 cm prawie w dwdch trzecich skiada sie z samej skorki: '

1 20 .
(1““'2"-6) Nl—e .

Ta wlasnos¢ odgrywa znaczacy role w mechanice statystyczne]. Rozwazmy na pr
klad najprostszy model gazu zamkunictego w rezerwuarze i sk}adaj@cego siez n
méw, ktére bedziemy traktowaé jako punkty materialne o masie 2 {w odpow:e
ukladzie jednostek). Chwilowe polozenie gazu moina reprezentowaé poprzez n t
wymiarowych wektoréw predkodci (vy,...,v,), tj. poprzez wektor 3n-wymia
przestrzeni kartezjanskiej R, Kwadrat dlugosci wektora z R® ma bezposr
interpretacje energii ukladu (sumy energii kinetyczne] atoméw}: :

n
E = Z |v;[2.

i=1
Dla makroskopowej obietodct gazu w normalnych warunkach n jest rzedu 102 (1
Avogadro), tak e stan ukladu opisywany jest punktem sfery ogromnego wymiar
o promieniu réwnym picrwiastkowi kwadratowemu z energii.
Rozwaimy dwa (makroskopowe) rezerwuary polaczone tak, ze suma ich efnel
Ey + 2y = IF jest stala, ale mozliwa jest wymiana energii bez wymiany atq‘iri
Wowczas energie Fy 1 I, wicksza czedé czasu sa bliskie takim wa1'toécionl,'"_
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aksymahzum ,,oqutosc przestrzeni stanéw” dostepna, dla polaczonych ukladow,
oczyn
; vol™ B(EY/?)vol™ B(EL?)

miénilis'my pola sfer OijtOSCIa.mi kul, co nie jest poprawne, ale prawie nie

p]ywa, na rezultat), Ze wzgledu na to, ze ze wzrostem £, i maleniem E; (Ey 4+ E; =

nst) plerwsza. objetosé meprawdopodobme szybko rosnie, gdy druga maleje, dla

wnych wartodci £y, Ey pojawia sig ostre maksimum tego iloczynu odpowiadajace

a]ba,rdzxe_] prawdopodobnemu” stanowi polaczonego ukladu. Oczywiscie zachodzi

log vol™ B(E”?) log vol™ B(Elm)

dE; dE

odwrotnyml do tych wartosci s, (z dokladnoscia do proporcgonalnosm) temperatury
rwuaréw, a najbardziej prawdopodobne polozenie odpowiada réwnosci tempe-

Cwiczenia

L K

. Wykazaé, ze kat ¢ nachylenia prostej, wychodzacej z poczadtku ukladu wspdl-
anych na pia,szczyzme R? i majacej mozliwie najmniejsze $redniokwadratowe
odchylenie od m zadanych punktéw (a;, b;), 2 = 1,...,m, jest dany wzorem

)

fm=1

"Wékazé_wka. Znalezé najlepsze ,przyblizone rozwiagzanie” ukladu réwnan a;z = b;.)
-2. Niech P,(z) bedzie n-tym wielomianem Legendre’a. Wykazad, ze najwyzszy
2 (n)?

(2n)!
1

lkiI (u) = f u(z)? dz w zbiorze wielomianéw u(x) stopnia n z najwyzszym wspéi-

pél_czynnik wielomianu u,(z) = ————P.(z) Jest réwny jednodci i ze minimum

czynnikiem 1 jest osiggane dla wielomianu u = u,.

Wskazéwke. Rozlozyé u na sume wielomiandw Legendre’a stopni < n.)

. Niech {3, ) oznacza pare skladajaca sie ze skonczonego zbioru § 1 rzeczy-
tej funkeji p:.S — R, spelniajacej dwa warunki: u(s} > 0 dla kazdego s € S i

:%:s#(s) =1L Rozwazmy funkcjonal liniowy F: F(S) — R okreslony {na przestrzeni

funkeji rzeczywistych F(S) na S i przybierajacy wartosci w R) za pomocs, WZOoru

E(f) =3 u(s)f(s)

s€S

znaczmy przez Fo(S) jego jadro.
(8, 1) nazywa sie skoriczong przestrzeniq probabilistyczng, elementy F(S) —
tennymi losowymd, elementy Fy(S) — unormowenymi zmiennymi losowymi, a
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liczbe E{(f) — oczekiwaniem matematycznym zmiennej f. Zmienne losowe ty
pierécien wzgledem punktowego mnoZenia funkcji. '
Wykazaé nastepujace fakty.

a) Fo(S) 1 F(S) maja strukture przestrzeni ortogonalnej, w kidrej kwadrat
gosci wektora f jest dany wzorem E(f?). Praesirzefs FI(S) jest euklidesowa wted
tylko wtedy, gdy p(s) > 0 dla wszystkich s € 5.

b) Dla dowolnych zmiennych losowych f,g € F(S ) ia,b€ R przyjmiemy

= Y uls), P(f=mg=b)= Y uls)

HOE fs)=a

fls}=b
53 to, odpowiednio, prawdopodobienstwa tego, ze f przyjmuje wartoéé ¢ lub f
i jednoczesnie” g == b. Zmienne losowe f, ¢ nazwiemy niezaleznymi, jesli

P(f=ag=08)=P(f=a)P(g="b)

dla wszystkich a, b € R. Wykaza, 2e jesli unormowane zmienne losowe f, g€ FQ(
sa niezalezne, to sg ortogonalne.
Skonstruowac przyklad pokazujacy, Ze odwrotna implikacja nie zachodm
loczyn skalarny zmiennych losowych f, g € Fo(S) nazywa sie ich kowamanc
a cosinus kata miedzy nimi — ich wspéiczynnikiem korelacyi.

§ 6. Przestrzenie unitarne

1. Definicja. Przestrzeniq unitarng nazywamy zespolona przestrzen hmowaa
7z dodatnio okreslonym hermitowskim iloczynem skalarnym.

Podobnie jak w § 5 bedziemy pisac (I, m) zamiast g(I, m) i )] zamiast (I;
Pééniej przekonamy sie, ze {l} jest norma w I w znaczeniu definicji wprowadz
w § 10 czedci 1. Przestrzenie unitarne zupelne wzgledem tej normy nazywaj
przestrzeniami Hilberta (hilbertowskimi). W szczegdlnoéci, skoficzenie wymia
przestrzenie unitarne sg przestrzeniami hitbertowskimi.

7 rezultatéw wyprowadzonych w § 3 i § 4 wynika, ze:

a) w kazde] skoficzenie wymiarowej przestrzeni unitarnej istnieie baza orte
malna, ktdre] wektory maja dlugos¢ 1;
a zatemn

b) kazda taka przestrzen jest izometryczna z kartezjanska przestrzenia umt
C" {n=dimL), w ktérej

Zw,yl, |Z] = (Z [} )

fe=1

Przestrzenie unitarne majs wiele wspolnych wlasnoidci z przestrzeniami eukli'd
wymi z nastepujacego powodu. Jesli L jest skoficzenie wymiarows, przestrzenia
tarna, to na jej realifikacji Lg istnieje (jedyna) struktura przestrzeni euklideso
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Ia !{t,orej norma /| jest identyczna jak norma w L. Istnienie takiej normy wynika z
bserwa»cjl zanotowane] w punktach a) i b) powyzej: jesli {e1,...,e,} jest ortonor-
aln@ baza L, a {e1,%€1,...,€,,%¢,} ~— odpowiadajaca jej baza LR, to

Z ERRES Z (Rez;)” + (Imz;)*),

=1

'eg

uma po prawej przedstawia kwadrat euklidesowej normy wektora ). Rewzje; +
e =

Irn xz;(ie;) wyrazonego w bazie ortonormalnej {e;, ie;}. Jednoznacznodé struktury

uklidesowej odpowiadajace] tej normie wynika 2 rezultatu § 3, p. 9.

'Jedna,kze tloczyny skalerne w przestrzeni unitarnej L i przestrzeni euklidesowej
R 1€ 54 tozsame: drugi z nich przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste, podczas gdy
jerwszy — takze zespoione W rzeczywistodci hermitowski iloczyn skalarny na L
vznacza nie tylko ortogonalng strukture na Lp, ale réwniez symplektycznad, co
ynika z nastepujacej konstrukeji.

Wracajac chwilowo do oznaczenia g(I, m) dla hermitowskiego iloczynu skalarnego
, wprowadzimy oznaczenia

a(l, m) = Reg(l, m), &, m)=TImg(l, m).

2. Stwierdzenie. a) a(l, m) jest symetrycznym, a b(l, m) — antysymetrycenym
bezynem skalarnym na Lg; oba te iloczyny sq niezmiennicze wzglgdem mnoZenia
rzez 4, tf. wzgledem kanonicenej struktury zespolonej na Lg:

a(l, im) = a(l, m), b(sl, im) = b(l, m);
; ) formy a i b spelniajq nastepujgce zaleznoset:
a(l, m) = b(el, m), b(l, m}= —a(il, m);

¢) dowolna para i-niezmienniczych form dwuliniowych a, b na Ly, spelniajgeych
aleinosci sformutowane wb) i takich, 7e a jest symetryczna, b — antysymetryczna,
eﬁmu]e iloczyn skalarny na L za pomocq wzory

g(I, m) = a{l, m} + b1, m);

- ) forma g jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy forma a jest dodatnio
reslona,

Dowéd. Warunek hermitowskiej symetrii g({, m) = g{m, {) jest réwnowazny z
unkiem

a(l, m) +ib(l, m) = a{m, 1) ~ ib(mn, {)
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symetrii a i antysymetrii b, Warunek g{il, im) = iig(l, m) = g(I,m) jest réwno
z i-niezmienniczosdcig a i b, Warunek C-liniowosci g wzgledem pierwszego argy
pociaga za soba R-liniowoéé oraz liniowosé wzgledem mnozenia przez 1, tj:

a(il, m) + ib(sl, m) = g(sl, m) = ig(l, m) = —b(l, m) +ia(l, m),
skad wynikaja zaleznosci b) 1 punkt ¢). Wreszcie d) wynika stad, ze g(I, )
na mocy antysymetrii .

3. Wniosek. W oznaczeniach punktu poprzedzajgcego, jesli g jest dodatni
dlona, a {ey,...,e,} jest bazg ortonormalng dla g, to {er,...,en te1,... e
bazq ortonormalnq dla a i symplektyczng dla b.

Oduwrotnie, niech L bedzie 2n-wymiarowq przestrzeniq rreczywistq z wyro
formg euklidesowq « i formq symplektyceng b oraz bazg {es,... €n,en11,.
ktéra jest bazg ortonormalng dla a i bazq symplektycang dla b. Wdwezas, w
dzajge na L strukture zespolong za pomocy operatora

J(ej) =entjy 1Sj<my J(e.?') =—¢jn, ntlgj< 2n,’

oraz iloczyn skalarny za pomocq g(l,m) = a{l,m) + ib({,m), otraymamy prz
zespolong z dodatnio okredlong formq hermitowskq g, w kidrej {e;,..., e,
bazq ortonormalng nad C.
Dowéd, ktéry wymaga jedynie prostego sprawdzenia opartego na poprze
cym stw1erdzenm pozostawiamy czytelnikowi. _
Wrdcimy teraz do rozwazania przestrzeni unitarnej L. Nierownoé¢ Cauch:
Buniakowskiego-Schwarza w przypadku zespolonym przybiera nastepujaca, pe

4, Stwierdzenie. Dig kazdych l;,l € L zachodzi nierdwnosé
RG] k- A Y

a pray tym réunodé zachodzi wtedy i tylko wiedy, gdy wektory by, 1y sq propb'réjé
Dowaod. Tak jak w § 5, p. 2, dla kazdego rzeczywistego ¢ zachodzi

fth + B2 = L2+ 2t Re(ly, L) + |L]* > 0.
Przypadek [; = 0 jest trywialny. Natomiast jesli [ # 0, to widzimy, ze
(Rel, 1)) < [H 1P
Jeshi (4, ) = |(4, L)]e™, v € R, to Re(e™*ly, Iy) = |(k, &)]. Zatem
(7, B)IP < le™ L 2|l < hPlLPR

Réwnoéé jest osiggana wtedy i tylko wtedy, gdy loe ™l + | = 0 dla pe'
to € R, co koniczy dowdd.
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'6kiadnie tak samo, jak w przypadku euklidesowym mozna wyprowadzi¢ wnio-

Wniosek (nieréwnos¢ trojkata). Dla kezdych l;,1; € L

[l + b <l + k], b=k < )b —Li+ |~ 15

Wﬁiosek Diugodé wektora |l| okreslona za pomocq struktury unitarnej w L
norma w L w znaczentu okreslenia § 10, p. 4, czedei 1.
Tu mew1elk1e; zmiany wymaga dowdd wlasnodci |al| = |a] - |1

lal] = (al, al)'/? = (aa(l, )? = [a] - I|.)

Katy. Niech ly,l; € L beda wektorami niezerowymi. Na mocy p. 4 mamy

|(h, )] -
0< < 1.
=l

term isﬁnieje jednoznacznie wyznaczony kat ¢, 0 < ¢ < 7/2, dla ktérego

(4, L)|
[ 122

ne,kze w tych najwazniejszych modelach przyrodmczych gdzie stosuje sie forma-
(i, B)]
_ Thlls]
ako pmwdopodobzcnstwo Opxszemy pokrétee postulaty mechaniki kwantowe], ktore
ykorzystuja taka wladnie interpretacie.

Cos @ =

izm przestrzem unitarnych, Hezbe S22 interpretuje sie nie jako cosinus kadta, ale

. Przestrzen standw ukladu kwantowego. W mechanice kwantowej przyj-
jesie, 2e z takimi ukladami fizycznymi jak elekiron, atom wodoru i in. mozna
a7a¢ (choé niejednoznacznie!) model matematyczny skladajacy sie z nastepuja-
h danych:

a) przestrzeni unitarnej H nazywanej przestrzeniq standw ukfadu. Te przestrze-
e, ktére mozna znalezé w standardowych podrecznikach, w przewazajacej czesci
iicskoficzenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta, zrealizowanymi jako prze-
i.m‘nu* funkeji okreslonych na modelu przestrzeni ,fizyczne}” lub czasoprzestrzent.
mezenic wymiarowe przestrzenie H pojawiaja sie jako przestrzenie wewngtrznych
pni swobody ukladu, jesli rozwaiaé go jako ukiad zlokalizowany lub tez jesli z
l_c'._il czy innyeh wzgledow mozna zaniedbad znaczenie jego ruchu w przestrzeni
cancy. Taka preestrzenia jest np. dwuwymiarowa przestrzed unitarna ,standw
owych™ elektronu, do ktdrej jeszcze wrécimy.

b): promieni, tj. jednowymiarowych podprzestrzeni zespolonych przestrzeni M,
tdre 53 nazywane (czystymi) stanami ukladu. .

P
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Caty dostepna informacije o stanie ukladu w ustalonej chwili moZna prazekaz
podajac promied L C H lub niezerowy wektor ¢ € L, ktéry bywa takze nazywa!
U-funkciq opisujaca dany stan lub jeszcze inaczej — wektorem stanu.

Podstawowy postulat, gloszacy, Ze wektory stanu stanowia zespoionq ;)rzestrz

liniowa, jest nazywany zasadg superpozycyi, a kombinacja liniowa Z a4, a; €
j=t

opisuje superpozycje standw ¥y, . .., ¥, Ze wzgledu na to, ze fizyczne znaczenie m
nie same wektory 1;, a tylko promienie Ct;, wspélezynniki a; nie s, jednoznacs
okredlone. Jednakze jedh przyjal, Ze wektory 4; sa unormowane, tj. || =1

n .
liniowo niezalezne oraz jesli unormowad 3 ¢;¢;, to dowolnoéé przy wyborze wekt
' jm], X

¥; z zadanego promienia redukuje sie¢ do pornnoZenia wektora przez liczbe e.'
nazywana czynnikiem fazowym taka jest tez dowolnosé w wyborze wspoiczynmk
aj, a wiec mozemy przyjac, ze te wspolczynmkt sg rzeczywiste i nieujemne, a

razem z warunkiem unormowania | }: ajip;| = 1 okresla je jednoznacznie.
=

Bardzo wyidealizowane zaloZenie o zwiazku tego schematu z rzeczywistosciy
lega na przyjeciu, ze dysponujemy przyborami laboratoryjnymi Ay {,piecami”);
zwalajacymi praygotowaé wiele egzemplarzy naszego ukladu w chwilowym stani
(dokladniej C) dla réznych ¢ € H .Ponadto dysponujemy przyrzadami labora
ryjmymi By, (,filtrami”), do ktérych wprowadzamy ukiad w stanie , a po wyis
7 niego otrzymujerny uklad w, byé moze réznym od wejdciowego, stanie x lub:
nie otrzymujemy niczego (uklad nie zostal przepuszczony przez filtr B, ).

Nastepny po zasadzie superpozycji zasadniczy postulat mechaniki kwan
glosi, Ze uklad, ktory zostal przygotowany w stanie 1 € H moze zostad bezposred
potem zaobserwowany w stanie x € M z prawdopodobieristwem

(¥, X)I°
2 1x(?

W dalszym ciagu, w miare wprowadzania nowych pojed geometrycznych, bf;dzie;ﬁ_
stanie sprecyzowad matematyczne znaczenie ,piecéw” i filtréw”. Ponadto bedz
w stanie objasdnié, co sie dzieje, gdy uklad przygotowany w stanie ¢ wprowadzic
filtru nie bezposdrednio po przygotowaniu, ale po uplywie czasu i: okaze sig;
tym czasie stan i, a wraz z nim i iloczyn skalarny (¥, x) beda sic amieniaé i ¢
zmiane mozna réwniez w pigkny sposéb opisaé w terminach algebry liniowej.,

Jesli 9, x sa unormowane, to wspomniane wyzej prawdopodobicistwo. 16
iest |(, x)|?, a sam iloczyn skalarny (¢, x}, bedacy liczhy zespolong, nazyw
amplitudg prawdopodobieristwa (przejicia od ¢ do x). Zauwazmy, 2¢ w slad za’
kiem fizycy zazwyczaj rozwazaja iloczyn skalarny jako funkeje antyliniows, wagled
pierwszego argumentu i zapisuja nie w postaci (¢, x), a w postaci (x | ) b
poczatkowy 1 koncowy stan ukladu sa zapisane w kolejnodei od prawej stror
lewej. Nawiasy { ) nazywaja sie po angielsku ,bracket”. W zwiazku = tym Di
nazwal symbol |t} ~  ket-wektorem”, a symbol (x| ~— ,bra-weklorem”. Z'mn

=cos’f, gdzie 0 jest kgtem miedzy o a x.
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tycznego punktu widzenia |4} przedstawia element H, a (x| odpowiadajacy mu
jernent przestrzeni antyliniowych funkcjonatéw H™, a (x |} jest wartoscia x na .

“Jedh ¥, x sg ortogonalne, tj. (¥, x) = 0, to ukla,du przygotowanego w stanie
; nie uda sie (bezpoérednio po przygotowaniu) zaobserwowaé w stanie x, tj. filtr
B nie przepusci tego ukladu (ale przejdzie on z prawdopodobiefistwem 1 przez filtr
). We wszystkich pozostalych prazypadkach istnieje niezerowe prawdopodobien-

Elementy dowolnej ortonormalne] bazy {¢,..., ¥} stanowig system standw ba-
zowych ukladu. Zalozmy, ze rozporzadzamy filtrami By, , ..., By, Przy wielokrot—

nym przepuszczanm przez te filtry ukladéw przygotowanych w stanie ¢ = E: anbs,
=1

< a; < 1 (przy zalozeniu, e wektor jest unormowany), zaobserwujemy stan (7
rawdopodobienistwem a?. W ten sposéb wspdtczynniki tej kombinacji liniowej
sna wyznaczy¢ eksperymentalnie, ale w eksperymencie o zasadniczo statystycz-

m charakterze. Jest to jeden z powodéw, dla ktérych pomiary w mechanice kwan-
owe_] wymagaja opracowania wielkiej liczby danych statystycznych. Jednakze bywa
tak, ze uklady w stanie 3 sg przepuszczane przez filtr jednym strumieniern i otrzy-
ne przy wyjsciu prawdopodobiefistwa a? sg mierzone jako nateZenia czegod w
rodzaju linii spektralnych® — te nateZenia sa juz same rezultatem usredniania sta-
tystycznego. W dalszym ciagu uscislimy zwiazek tego schematu z teoria spektralng
operatoréw liniowych.

_ 9 Reguly Feynmana. Zalézmy, ze {41,...,%.} jest ustalona baza ortonor-
malng przestrzeni stanéw H. Dowolny wektor ¢ € H moemy zapisaé

1;') s i(¢} "/}i)’lpia

i=1

(W, %) = 300, 43}, x)-

3=}

An@lbgicznie mamy {3, ¥;) = f:(ip, ;) (%, ¥i) 1 podstawiajac ten wzér do po-
[ i=1 ’
przedniego, otrzymujemy

wa X) z (d) ¢31 (¢=z? wiz)(ﬁ')lﬂ )1
iy, gl

_gé_:iniej dla dowolnego m > 1

()= 3 (b $i)(is ) (B, X).
2 grentm =1

Té'__p_?oé’se wzory algebry liniowej moZna interpretowaé, zgodnie z sugestia Feynmana,
0 prawa ,zespolonej teorii prawdopodobienstwa”, odnoszacej sie do amplitud
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zamiast do wartosci prawdopodobienstw. Rzeczywiscie, potraktujmy ciagi post;
(s %iys Pins - . - Wiy, X) Jako klasycane trajektorie” ukladu przechodzacego ko
przez stany zawarte w nawiasie, a liczbe (2, ¥i (¥, ¥i) - - (¥4, X) — Jako
plitude prawdopodobienstwa przejécia od 3 do x wzdluz odpowiedniej traje
klasycznej, zadana jako iloczyn amplitud prawdopodobiefistwa przejsé Wzdlu
lejnych odcinkéw trajektorii.

Przy takiej interpretacii podany wyzej wzér dia (1, x) oznacza, 7e ta ampln;u
prawdopodobienstwa przejéciu jest sumq amplitud prawdopodobierstw przejscia o,
do x po wszystkich dostgpnych trajektoriach klasycznych {0 jednakowej dlugo:

Nieskoriczenie wymiarowy i duzo bardziej wyrafinowany wariant tej obserwy
w ktérym gléwna role odgrywaj czasoprzestrzenne (lub pedowo- energetyczne)
kodci obserwowalne, zostal przyjety przez R. Feynmana jako podstawa jego na w
heurystycznej techniki wyrazania amplitud przez ,calki funkcjonalne po traj
riach klasycznych”. Przestrzen trajektorii jest nieskoficzenie wymiarowa przestize
funkcyjng, a matematykom nie udalo sie do tej pory zbudowaé takiej teorii, ki
nadawalaby $cisly sens tym wszystkim zadziwiajacym rachunkom fizykéw,

10. Odleglosci. Odleglosé miedzy podzbiorami w przestrzeni unitarnej L m
zdefiniowac dokladnie tak samo, jak w przestrzeni euklidesowej:

d(U, V) = mf{il; - fgl ! [1 € U, lz & V}

Odleglos¢ wektora [ od podprzestizeni Ly takze jest réwna diugosci rautu orfog
nalnego [ na L. Dowdéd tego niczym nie rézni sie od dowodu w przypadku euklic
sowym. W szczegolnosc1 jesii {ey,...,en} oznacza baze ortonormalna Lo, to

bl

d(l, Lo) = rz _ S er)es
f=1

tak jak w przypadku eukiidesowym, a takze

z I e < |1
=1

na mocy twierdzenia Pitagorasa.

11. Zastosowanie do przestrzeni funkcyjnych. Tak jak w § § 4, 5 moi
wykazaé nastepujace nierdwnosci speiniane przez funkcje o wartosciach zespolon

b b
"< 1) da [ lota)P e,

| jb f(@)g(z) do

b 1/2 b 1/2 b if
( J i) +g(m)52dm) < ( [1#=)e dz) + ( J1s@)i dx)

2

a
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skze przez ich wspdlezynniki Fouriera. Dia funkeji na odcinku [0, 27] okreslimy

2 j‘{%{)bec tego, jesli rozwazaé przestrzen tych funkcji z iloczynem skalarnym zadanym

orem[f( )g ( )d:c suma

fN($ Z ane

nm—N

wyraza rzud ortogonalny f na przestrzen wielomianéw Fouriera ,stopnia < N” i
mmlma,hzuje érednie kwadratowe odchylenie f od tej przestrzeni. W szczegdlnosci,

27
3 faal* < [1f(@) da,
n=~N a

co o pokazuje, 3e szereg }: |an|? jest zbiezny.

-

§ 7. Operatory ortogonalne i unitarne

1. Niech L bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym ¢. Zbidr wszystkich
gometrii f: L — L, tj. odwzorowan liniowych odwracalnych, ktdre spelniaja warunek

g(f(h), f(l)) = g{ly, &)

_1a'wszystkich Ii, I € L, oczywiscie stanowi grupe. Jesli L jest przestrzeniy eu-
idesowa, to takie operatory nazywamy ortogonalnymi, a jesli L jest unitarne, to
unitarnymi. Symplektyczne izometrie beda rozwazane pézniej.

2. Stwierdzenie. Niech I bedzie skoriezenie wymiarowq przestrzeniq liniowq
‘niezdegenerowanym iloczynem skalarnym (, ), symetrycznym lub hermitowskim.
- Ne to, by operator f: L — L byl izometrig, potrzeba i wystareza, by speinmt jeden z
_'astgpugqcych warunkéw:

Sa) (F(D, f( )) = (1, 1} dla kazdego | € L {tu zakladamy, ze chamkterystylca ciata
_fcalarow jest réina od 2);

b} Niech {e),...,e,} oznacza baze L z macierzq Grama G, a A — macierz
peratora f w tej bazae Wiedy

AGA=G b A'GA=G
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¢) [ odwzorowuge jokqs baze ortonormalng na bazg ortonormalng;

d) jesli sygnatura iloczynu skalarnego wynesi (p, g}, to macierz operaton
dowolnej bazie ortonormalnej {e1,...,€p €p41,.. . 6p1q}, gdzie (e, ;) = +1
i <p, oraz{e;, ;)= —1, gdyp+1 £t < p+gq, spelnia warunek

(E o\, (B o
A(o g [*=\o -E

(B 0\t (E 0
A(o -5, 4= lo -E

odpowiednio w symetrycznym lub hermitowskim przypadku.

fub

Dowdéd. a} W przypadku symetrycznym teza wynikaz § 3, p. 9: jedli f zachow
forme kwadratows, (1, I} = ¢(I), to zachowuje jej forme spolaryzowana

(I, m) = zlg(l 4+ m) — q(l) — g(m)].

b

W przypadku hermitowskim mamy analogicznie
Re(l, m) = £ [q(l +m) ~ q(1) ~ g(m)].

a stwierdzenie § 6, p. 2 pokazuje, ze (I, m) jest jednoznacznie wyznaczone pj;:z:
Re{l, m) za pomocy wzoru

(I, m) = Re{l, m) — i Re(il, m},

a wiec f zachowuje takze (I,m).

b) Jesli f jest izometria, to macierze Grama baz {e1,... e} 1 {f(e1),..., f(en
sg jednakowe. Ostatnia z tych macierzy jest réwna A'GA w przypadku symetryc_
nym i A'‘GA w przypadku hermitowskim. Odwrotnie, jedli f odwzorowuje baz
{e1,...,€,} na bazg {e},...,€,} i macierze Grama obu tych baz sa jednako
to f jest izometrig na mocy wzordw 2z § 2, p. 2 wyragzajacych iloczyn skalarny w
wspdlrzednych.

Punkty <) i d) sa szczegdlnymi przypadkami poprzedmch

Ze stwierdzenia p. 2 wynika, ze opera.tory ortogonalne {odpowiednio unitarne
takie operatory, ktdre w jakiejé (a wiec takze w kazdej) bazie orfonormalnej wyrazaj
sie poprzez macierze ortogonalne (odpomedmo unifarne), tj. takie macicrze U, kt
spetniaja warunki

UUt=E, lub UU'=E,.

Zbiory macierzy tego typu zostaly wprowadzone juz w-§ 4 czedcl 1, gdaie oznaczai;'
byly pracs O(n) i U(n) odpowiednio. Macierze izometrii w ortonormalnych bazac
% sygnalura (p,¢), spelniajace warunek d) stwierdzenia 2 oznaczamy analogiceni
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ez O(p, ) 1 U(p, ¢); dlap, ¢ # 0 nazywane sa tez czasem pseudoortogonalnymilub
psei wdounitarnymi macierzami odpowiednio, W tym paragrafie beda nas interesowac
Jlko grupy O(n) i U(n). Podstawowa w fizyce grupg O(1,3) omdwimy w § 12.

CGrupy U(1), O(1) i 0(2)'. Wprost z okreslenia wynika, ze
U(1 )—{aécllalwl}“{ewiwefl},

0(1) = {+1} = U()nR.

::éj dla U € O(n) z UU* = E, wynika, Ze (det U)* = 1, wigc det U = £1. Jesli
e by, a b

=l . 4 jest macierza ortogonalna o wyznaczniku —1, to e —d jest
maaerza, ortogonalng o wyznaczniku 1 nalezaca do SO(2). Macierze z SO(2) mozna
apisa W postacx

a b ad—be=a*+b=c+d*=1,ac+bd=0}.
c d

Oczywiscie, dowolng taka macierz mozna takze zapisaé¢ w postaci

cos@ —sing .

j: w postaci macierzy odpowiadajacej euklidesowemu obrotowi o kat . Odwzoro-

yanie :

' U(l) — S0(2): €% ( COBg Ty )

sing  cosyp
fjést izomorfizmem. Jego sens geometryczny mozaa objasnié, odwolujac sie do naste-
wjacej obserwacii: realifikacja jednowymiarowej przestrzem unitarnej (C'1, |z|?) jest
wuwymiarows, przestrzenia, euklidesowa, (R?, 2} + ¢, a realifikacja odwzorowania
nitarnego z -+ "z wyrasa si¢ poprzez macierz obrotu o kat .
W paragrafie 11 skonstruujemy znacznie mniej trywialna surjekqe; {epimorfizm)
SU(2) — SO(3) z jadrem {£1}.
Obroty (0% ~sine
singy  cosge

.zatem nie sa diagonalizowalne. Przeciwnie, kazda macierz U € O(2) z det U = —1
.Jest dlagonalmowa,lna Doktadniej méwiac, w1elomzan charakterystyczny mabwr/y

cosyp —sSing

—sing —cosy
Jest réwny ¢2—1 1 ma pierwiastki £1. Latwo sprawdzié besposrednim rachunkiem, ze
dpewiada}a‘ce tym pierwiastkom podprzestrzenie wlasne sy ortogonalne - péiniej

o kat ¢ # 0,7 nie majg wektordw wlasnych w RZ,
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wyka,éemy to w duso wiekszej ogdlnoici. Dlatego kazdy operator z O(2) o wyzna
niku réwnym —1 jest odbiciem wzgledem pewnej prostej: dziala jako 1dentycznos‘
na wektory tej prostej i zmienia znak wektoréw do niej ortogonalnych. :

Postugujac sie ta informacja mozemy teraz opisa¢ w pelnej ogélnosci strukt
operatoréw ortogonalnych i unitarnych,

4. Twierdzenie. a) Na fo, by operator [ w prezestrzens unitarnej byl unitarny
potrzeba i wystarcza, by moina bylo go sprowadzié do postaci diagonalnej przez wybg
bazy ortonormalnej, a jego widmo bylo zawarte w okregu jednostkowym C. '

b) Na to, by operator f w przestrzeni euklidesowej byl ortogonalny, potrs
i wystarcza, by w pewnej bazie ortonormalnej jego macierz miata postaé blokow

diagonalng
A(pr) \

0 |
\ -1/

gdzie A(p) oznacza maciers postaci

Aly) = ( ¢08 ¢ — siny ),

sin Cos

a pozostale elementy sq rowne zery.
c) Wektory wlasne ortogonalnego lub unitarnego operatom odpowzadajqce 7
nym wartosciom wlasnym sq do siebie ortogonalne. -

Dowdd. a) Dostatecznosé warunku jest oczywista: iedli U = diag(Ay, ..., M)
M2 =1, to UT" = E,, a wiec U jest macierza, operatora unitarnego. Odwrotnie
niech f bedzie operatorem unitarnym, X — jego wartoécia wlasna odpowiadaj:
podprzestrzeni wlasnej L,. Ze stwierdzenia § 3, p. 2 wynika, ze L = Li@ Ly
Podprzestrzetr Ly jest jednowymiarowa, f-niezmiennicza, a obciecie f do Ly jés
operatorem unitarnym w przestrzeni jednowymiarowej, wice A € U(1), tj. |A]? =
Jedli wykazemy, %e podprzestrzetr L jest takde f-niezmiennicza, to dalej przez in
dukcje wzgledem dim L wynika, ze L rozklada sig na sume prosia f- r;u",mmnmczych
parami ortogonalnych, jednowymiarowych podpraestrzeni, co dowiedzie tezy a).

Zalézmy wiec, ze lp € Ly, la # 01 {lg, I) = 0. Wtedy :

(lo, F(1) = (F( 7o), J()) = (Ao, £) = A {ly, ) = 0
pokazuje, ze f(I) € Lt.
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=

) W przypadku ortogonalnym rozumowanie jest analogiczne; dostatecznoé¢ wa-
nku sprawdzamy wprost, a dalej dowodzimy przez indukcje wzgledem wymiaru
im L. Przypadki dimL = 1 i 2 zostaly ju? rozpatrzone w poprzednim punkcie.
s8li dimL > 3 1 f ma rzeczywists wartos¢ wlasng A, to nalezy znowu przy-
_ ja;C.L = L,@® L{ i argumentowad jak wyzej (zauwazmy przy tym, Ze koniecznie
v £1). Jesli natomiast f nie ma rzeczywistych wartosci wlasnych, to nalezy wy-
raé dwuwymiarows, f- niezmiennicza podprzestrzen wlasna Lo C L, kidrej istnienie
trzymujemy ze stwierdzenia p. 16, § 12 czeéci 1. Macierz obciecia f do tej podprze-
rzeni w dowolnej bazie ortonormalnej ma postaé A(p) na mocy poprzedzajqcego
_punktu Pozostaje zatem do wykazania tylko f-niezmienniczosé L. I rzeczywiscie,
&i (fo, 1) = 0 dla wszystkich lo € Lo, to

(o, £(1) = (F(f (o)), F(1) = (f7 (), 1) = 0,

'bomem F~Y{ls) € Ly dla kazdego Iy € L. To koticzy dowdd czesci b).
“¢) Niech f(L) = A\ili, © = 1,2, Wtedy

(ta, ly) = (f(lli)a f.,(la)) = f\_i)\uz(fh 12)-? .

Poniewaz {M12 = 1, wiec dla Ay # )y mamy Ahg # 1, a zatem ({3, ) = 0. Poniewas
‘ten argument ma zastosowanie za,rowno w unitarnym, Jak i ortogonaluym przypadku,
“dowdd zostal zakoriczony.

5. Wniosek (ytwierdzenie Eulera”). W tréjwymiarowej przestrzeni euklideso-
ej kaide nie zmieniajqee orientacyi odwzorowanie ortogonalne (4. element grupy
80(3)), jest obrotem wokdl pewnej osi.

“Dowdd. Poniewaz stopient wielomianu charakterystycznego f wynosi 3, wiec ma
on przyna.jmme;  jeden pierwiastek rzeczywisty. Jesli jest tylko jeden taki pierwiastek,
» must by¢ réwny 1, bo det f = 1. Jesli jest ich wiecej, to wszystkie pierwiastki wie-
lornianu charakterystycznego sa rzeczywiste i mozliwe sa nastepujace kombinacje ich
artodci: (1,1,1) lub (1, -1, ~1). W kazdym przypadku 1 jest wartoscia wlasna f,a
_odpowmda,gatca, i€l podprzestrzen wiasna jest osig obrotu, natomiast w plaszczyZnie
do niej ortogonalnej indukowane jest odwzorowanie o macierzy z SO(2), tj. obrét
plaszczyzny.

§ 8. Opetatory samosprzezone

1. W pierwszej czesci zaobserwowalidmy, ze najprostsza, i jednoczesnie na3wazn1ej-
s23 klase operatoréw liniowych stanowia, operatory diagonalizowalne. Okazuje sie, e
_ przestrzeniach euklidesowych i unitarnych wyrézniona role odgrywaja operatory
0 widmie rzeczywistym, d1agonalizowalne w pewnej bazie ortonormalnej. Sg to te
PPeratory, ktdre opisujg rozciagniecia przestrzeni ze wspo}czynmkaml rzeczywistymi
¥ kierunkach osi ukladu ortonormalnego.




144 Czeié 2. Geometria przestizeni z iloczynem skalarnym

Niech {e1,...,€e,} bedzie bazg ortonormalna L i f: L — L operatorem sp'éi’
jacym fle;) = Aeyy, A € R, i =1,...,n. Latwo przekonaé sie, ze taki operato
nastepujaca prosta wlasnosé: ' .

(fll),l) = (ll,f(lg)} dla kazdej pary Iy, > € L.

Rzeczywiscie,

(f O zie), Y, yiei) =3 Az lub Y Az,
i i=1 i"l t""‘i

n
(Em;e;, f(Zy,-e,')) Z/\ Tl lub Z/\ 2,7,
i=1 i=1 11 ezl
(ten fakt, ze w przypadku unitarnym A; € R zostal wykorzystany w drugim w
rze) Operatory o wlasnoéci 1 nazywane sa samosprzgonymi, a wigc pokazalig
ze operatory o widmie rzeczywistym, diegonalizowalne w ortonormalnej bazae,
samosprzezone. Wkrotce wykazemy stwierdzenie odwrotne, ale najpierw zbad '
wlasnos¢ samosprzezonoéel bardziej systematycznie,

2. Operatory samosprzesone w przestrzeni z forma dwuliniows,’
pierwszej czedci wykladu wykazalismy, ze dla kazdego odwzorowania 111110weg0
L ~+ M istnieje jedyne odwzorowanie liniowe f*: M* — L*, takie 7e

(f*(m™), ) = (m", F(D),

gdzie m* € M*, | € L i gdzie nawiasy oznaczajg kanoniczne odwzorowania dw
moweL“xL—}K M* XM — K.

W szczegdlnoéci, w praypadku M = I operatorowi f: L — L odpowiada opera
f* [* — L*. Zaldzmy teraz, 7e na L jest zadana niezdegenerowana forma dwulinio
gL x L - K, kidra okreéla, izomorflzm §: [ — L*. Wéwcezas, utozsamiajac L
za pomocy §- !, mozemy traktowaé operator f*, a w rzeczywistosci §“1 o fro
jako operator w przestrzeni L. Bedziemy go w dalszym ciagu oznaczac f*, mi
e byloby wlasciwiej oznaczaé go np. f3, ale operator f* w poprzednim znac e
nie bedzie wiecej wystepowal w tym paragrafie. Oczywidcie, nowy operator f ]
jednoznacznie wyznaczony wzorem

g(f7(0)s m) = g(l, f(m)).

Tak jak poprzednio, bedziemy go nazywa,c sprze;zonym z f (wagledem 1loczynu §
larnego g).
W przypadku péltoraliniowym § jest izomorfizmem L z L™, a nie z L*. Dla_._t'
uzywajac g trzeba praenosié¢ do L operator f: T — T" zdefiniowany jako [ (m
F*(m). Przeniesiony operator 71 o f~ o §: L — L jest liniowy. Nalezaloby oznac
go f*, ale zachowamy tradycy;ne oznaczenie f*. Wtedy takze w poltorahmo
przypadku qume speiniona réwnoséé '

g(f(1), m) = g1, f(m)).
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racja f +— f* jest liniowa, jesli g jest biliniowa, a antyliniowa, jesli ¢ jest pélio-
niowa.

()peratory i L — L o wlasnoéci f* = f w euklidesowych i skoficzenie wymia-
'wyCh przestrzenlach unitarnych nazywane sg samosprzgzonymi, w przypadku eu-
esoWym nazywa sie je tez symetrycenymi, a w unitarnym -— hermitowskimi. Te
rmmologxe; wyjaénia nastepujaca prosta obserwacja.

3. Stwierdzenie. Jedli operator F: L — L ma w bazie ortonormalnej maczerz
o aperator A* ma w tej samej bazie macierz A* w przypadku euklidesowym i A’
"przypadkﬁ unitarnym,

W szczegdlnosci, operator jest samosprzezony wiedy i tylko wiedy, gdy jego ma-
ierz w pewnej bazie jest symetrycana lub hermitowska.

Dowdéd. Oznaczajac iloczyn skalarny w L nawiasem i reprezentujac wektory za
oca, wektoréw-kolumn ich wspdlrzednych wzgledem bazy ortonormalnej, marmy

(f(&), §) = (AZ)'Y = (£'A) = Z(A'F) = (& f"(¥))

W ;ﬁfzypadku euklidesowym). Stad juz wynika, 2e macierz f* jest réwna A! —
pizypadku unitarnym argument jest analogiczny.

4 Operatory samosprzezone i tloczyny skalarne. Niech L bedzie przestize-
i3 2z symetrycznym lub hermitowskim iloczynem skalarnym (, ). Dla dowolnego
peratora f: L — L mozemy okresli¢ nowy iloczyn skalarny (, ); na L, przyjmujac

(b, &)y = (f(h), ).

alozmy, ze I jest niezdegenerowana, tak Ze mozZna posiugxwac sie pojeciem opera-
 sprzezonego. Wtedy

{12, ll)f = (f(lz), L)= (Lo, f*(ll)) = (f*(ll)a L) = (lh lz)f

-;’)_i"z'ypadku euklidesowym i analogicznie

(o) b = (f(la), i) = (L, F+(1)) = (7 (L), Lo} = (Iy, L) g

rzypadku unitarnym. Wnioskujemy stad, ze jesli operator f jest samosprzeiony,
) zbudowana z niego nowa metryka (I1,12); bedzie jak poprzednio symetrycana lub
mitowska. Réwniez i odwrdcenie tego stwierdzenia jest prawdziwe, o czym nie-
no przekonac sie wprost lub przy uzyciu stwierdzenia p.3.

W ten sposéh skonstruowalismy bijekeje zbioru operatoréw samospraezonych na
dlor symetrycznych iloczynéw skalarnych w przestrzeni z zadanym niezdegenerowa-
ym iloczynem skalarnym. W przypadku euklidesowym lub unitarnym po dokonaniu
oru bazy ortonormalnej latwo opisaé te bijekcje w jezyku macierzowym: macierz
fama {, )s jest macierza transponowana macierzy odwzorowania f.
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Teraz wykazemy zasadnicze twierdzenie o operatorach samosprzezonych; a
giczne do twierdzenia o ortogonalnych i unitarnych operatorach z p. 7, § 7 i
z nim zwiazane.

5. Twierdzenie. a} Na to, by operator f w euklidesowej lub skoriczenie
rowej przestrzeni unitarnej byl samosprzeiony, potrzeba i wystarcza, by mozng
go zdiagonalizowaé poprzez wybdr bazy ortonormalne; i jego widmo bylo rzeczy

b) Wektory wlasne samosprzgzonego operatora odpowiadajgce réznym war
Sciom wlasnym sq ortogonalne. S

Dowdd. a) Dostatecznosc tego warunku sprawdzilisémy na poczatku teg'o"p__
grafu. Latwo wykazaé rzeczywistos¢ widma w praypadku unitarnym: niech X beg
wartodcia wlasng operatora f odpowiadajaca wektorowi wlasnemu ! € L. Wte

MLy = (£, ) = (4, f0) = ML),

skad A = X, bo (I, {) # 0. Przypadek ortogonalny sprowadza sig do unitarnege
pomoca, nastepujacego triku: rozwazmy skompleksyfikowana przestrzen LC i
wadZmy w niej poéttoraliniowy iloczyn skalarny za pomocy wzoru '

(b + b, B + i) = (B, Is) + (b, 1) + {0z, B) ~ (s, L)

Latwo sprawdzié, ze w ten sposéb LC otrzymuje strukturg"przestrzeni unita,'r'
operator fC jest hermitowski wzgledem tego iloczynu skalarnego. Widma ope
réw f i f€ sg identyczne, bo w kazdej bazie L nad R, bedacej jednoczeénie
L nad C, macierze f i f€ sa jednakowe. Dlatego widmo f jest rzecaywiste;. :
Dalej obydwa przypadki mozna rozpatrywac réwnolegle i zastosowaé ind
wzgledem dim L. Przypadek dim [ = 1 jest trywialny, zaldtmy zatem dimL
i wyblerzmy warto$¢ wlasna A oraz odpowiadaja‘ca‘ jej podprzestrzet wlasng
przyjmijmy L; = L{. Na mocy stwierdzenia § 3, p: 2 mamy L = Lo @ Iy«
przestrzeri L; jest niezmiennicza wzgledem f, gdyz jesli lp € Ly, b #0i l € L
(lg, ) = 0 to S
(lo, £(1)) = {f(ho), 1) = Mk, 1) = 0,
skad wynika f(1).€ L;. Na mocy zaloZenia indukeyinego obciecie f do L; m
zdiagonalizowaé, wybierajac baze ortonormalng w L;. Dolaczajac do niej w

lo € Lo, |lo| = 1, otrzymujemy szukang baze w L.
b) Niech f(h) = M, f(&) = Agly. Wéwezas

Ml &) = (f(h), B) = (L, f(l2)) = da(l, ),
skad wynika, Ze jesH Ay # Ay, to (I, L) =G

6. Wniosek. Kazda rzeczywista symetryczna lub zespolona hermitowska muci
ma widmo rzeczywiste 1 jest diagonalizowalna.
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‘Dowéd. Dla danej macierzy A skonstruujemy wyznaczony przez nig operator
mosprzezony w przestrzeni kartezjafiskiej] B lub €™ wyposazone) w kanoniczna
'tg-yke; euklidesows, lub hermitowska i zastosujemy twierdzenie p. 5. Wynika z mego
wet wiecej, a mianowicie to, Ze macierz X, taka ze X"1AX jest diagonalna, mozna
alezé w O{n) lub U(n) odpowiednio.

7. Whniosek. Odwzorowanie exp:u(n) — Ul(n) jest surjekiywne.

"D'owéd Algebra Liego u(n) sklada si¢ 2 macierzy antyhermitowskich (por.§ 4,
crest 1), a kezda taks macierz mozna zapisal w postaci 1A dla hermitowskiej ma-
17y A. Dla znalezienia rozwigzania A réwnania exp(i4) = U, gdzie U € Uf(n),
rogwa,zymy U jako operator unitarny f w kartezjanskiej przestrzeni unitarnej C™.
W&korzystnjacc twierdzenie § 7, p. 4, wyblerzemy w €™ nowa baze ortonormalna
fe1;-- - ,€n}, W ktdrej macierz operatora f ma postad chag(e""’1 ..., €%} i zdefiniu-
my operator g, przyjmuja,,c jako jego macierz w tEJ bazie macierz diag(ip, . . ,z'cpn)
naczajac przez A macierz operatora g w wyjsciowe; (kanonicznej) bazie C™, wi-
dzimy, ze exp{ig) = f, a zatem exp(tA) = U.

8. Wniosek. a) Niech g1, g2 bedq dwiema symetrycanymi lub hermitowskimi
ormamz w skoczenie wymiarowej przestrzeni L, pray czym jedna z nich, powiedzmy
est dodatnio okreslona. Wowezas w L istnieje taka baze, kidrej macierz Grama
wzg!gdem g1 jest macierzq jednostkowq, a wzglgdem g, jest diagonalna i rzeczywista.
b) Niech g1, g2 bedq dwiema rzecaywistymi symetrycznymi lub zespolonymi her-
fowskimi formami wzgledem zmiennych T1,...,%a) Y1,...,Un & niech g bedzie
dodatnio okreslona. Wdwcezas za pomoceg lzmowej nieosobliwej zamiany zmiennych
-wupolnej dle Z i ) obie te formy mozna sprowadzié do postaci

g1(:ﬂ,§') Zm!yn 92(%, 7} = Z)\ Ty, A € R,

i=1

T Tt
a{&,7) = Zmi?ﬁ, 92(Z,§) = _Zf\z'xe'?n A€ R,

Dowdd. Qczywiscie oba sformulowanie ss, réwnowazne. Dia dowodu rozwa-
my (L, g;) jako przestrzen ortogonalna lub unitarna, przy czym zamiast g;(l, l3)-
edziemy pisaé ([, ), a nastepnie zapiszemy go(l1, I} w postaci (I, L)y, gdzie
L~ L jest operatorern samosprzezonym, podobnie jak w p. 4. Wybierajac teraz
Dazg ortonormalng L, w ktérej f ma postaé diagonalna, widzimy, odwoltujac si¢ do
Uwagi zrobionej na koricu p. 4, ze ta baza spelnia warunki sformutowane we wniosku.

9. Projektory ortogonalne. Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad K iniech
bedzie zadany jej rozklad L; @ L, na sume prosta. Jak to pokazalidmy w czedci 1,
axi rozklad wyznacza dwa projektory pi: I — L, takie e Tmp, = Ly, idy, = p, + pa,
NP2 = papy = 0, p? = p;. Wartodei wlasne projektordw sa réwne 0 lub 1. Jedli L jest




148 Credé 2. Geometria przestrzeni z iloczynem skalarnym

przestrzenia euklidesowa lub unitarna i L, = Li, to odpowiadajace temu rozkia,d{)
projektory ortogonalne sg diagonalne w bazie ortonormalnej I, bedacej suma takl
baz dla Ly, L,, wigc sa samosprzezone. Takze odwrotnie, kazdy samosprzezony p
jektor p jest operatorem rzutu ortogonalnego na podprzestrzert. Rzeczywiscie, Ke:
i Imp sa rozpiete przez wektory wlasne p, odpowiadajace wartodciom wiasnym 0,
odpowiednio, wiec sa ortogonalne na mocy twierdzenia p. 5 oraz L = Kerp @ Im

Co wiece], jesli operator samosprz@éony f diagonalizuje si¢ w bazie ortonormalp,
{ei}, tj. f(&) = Aies, 1jesli oznaczyéd przez p; ortogonalny projektor na podprzestrz
rozpieta przez e;, to zachodzi réwnosé

n
f=3Api,
i=1

ktdrg nazywamy rozkiadem spektralnym operatora f.

Mozna tez przyial, ze A; przebiega tylko parami rdézne wartosci wiasne a
jest operatorem rzutu ortogonalnego na przestrzed pierwiastkowa L{A:); wzdr,
pozostaje takie wowezas prawdziwy. :

Twierdzenie p. b daje sie uogdlnic takze na operatory samosprzezone ogranidzo_
wzgledem normy w nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta (a z pewnyi
komplikacjami takZe i na nieograniczone). Jednakze takie uogdlnienie wymaga ba
dzo nietrywialnych modyfikacji niektorych podstawowych pojeé. Gléwne problem
pojawiaja sie w zwiazku ze strukturg widma: w przypadku skoficzenie wymiarowy
A jest wartoscia wlasna f wtedy 1 tylko wtedy, gdy operator Aid —f jest nieodwr
calny, a tymczasem w przypadku nieskonczenie wymiarowym zbidr wartosci A € (
dla ktérych operator Aid - f jest osobliwy (t]. nie jest odwracalny), moze byé wieks
od zbloru wartosci wlasnych f. Ogdlnie rzecz biorac, nieizolowanym punktom widm
nie odpowiadaja zadne wektory wiasne. Jednakze wiadnie zbidr punktdw osobliwy
operatora Aid ~f stanowi wlaiciwe uogdlnienie pojecia widma w przypadku ni
skonczonego wymiaru. Ten niedostatek wektoréw wlasnych zmusza do zmiany wie
sformulowan, jednakze zasadniczy rezultat jest uogdlnieniemn wzoru (2), w ktdry
sumowanie jest zastgpione catkowaniem. '

Ograniczymy sie tutaj do zilustrowania kilku waznych koncepcji poprzez prz
kiady, gdzie takie trudnosci nie wystepuja,.

10. Formalnie sprzezone operatory rézniczkowe. Rozwazmy pewna, prz
strzett funkeii rzecaywistych na odcinku (g, §] 2 iloczynem skalarnym

(£,9) = / f(2)9(a) da,

o ktérej zalozymy, Ze operator — przeprowadza jg w siebie. Ze wzoru na catkowan

dx

przez czescl otrzymujemy

() (1) =5

b

3
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41i wiec nasza przestrzen zawiera wylacznie funkcje przyjmujace jednakowe war-
éci na koncach odcinka, to

df f dg

¥ T\ Td )

d
tj.na tej przestrzeni operator —— jest sprzezony z operatoremn -

Wrykorzystujac wielokrotnie wzér catkowania przez czqsm lub tez korzystajac z
formalnej identycznosci operatorowej (fio-+-o fo)* = fy 0 --- o ff otrzymamy, dla
takich przestrzeni wzdr

T . dg‘
[Z ai(z) ] = Z(Wl}ia—; o a;(z), (3)
i=0 i=0 *
gdzie zapis Egoag(m) dla operatora oznacza, e stosujac go do funkcji f(z), najpierw

mnozymy ja przez a;(x), 2 nastepnie rézniczkujemy iloczyn i-krotnie wzgledem z.
Wiér (3) okresla operacje ( formalnego) sprzezenia operatoréw rézniczkowych: D —
D*. Operator ) nazywa sie ( formalnie) samosprzgzonym, jesli D = D~. Okreslenie
“formalnie” ma przypominaé, e w definicji nie jest jawnie zadana przestrzen, w
kidrej D dziala jako operator liniowy.

++ Jesli iloczyn skalarny jest wprowadzony za pomoca wagi G(z):

b
(9)o = [ G f(@ole) o

10 ocaywmte rachunki prowadza do wniosku, Ze zamiast D* nalezy rozpatrywaé
operator G~ 0 D* o G (prayjmujac, ze G nie zeruje sie w rozwazanym przedziale) i
3¢ on wladnie jest kandydatem do roli operatora sprzezonego z D wzgledem (f, ¢)g.
-+ Pokazemy, ze ortogonalne uklady funkcji rozwazane w § 4 skladaja sie 2 funkcji
wiasnych samosprzezonych operatordw rézniczkowych.

oa) Rzeczywzsie wielomiany Fouriera stopnia < N. Formalnie samosprzezony ope-

rator g—m przeprowadza te przestrzen w siebie i Jest w niej samosprzezony. Jego
- 22

_wartoscx wlasne sg réwne 0 (z krotnodcig 1) 1 —12, — .y~ N? (z krotnoscig 2).
Odpow:adamce im wektory wiasne to 1 i {cosnz,sin na:} 1 < n < N.
b) Wielomiany Legendre’a. Operator

Ly d

Jest formalnie samosprzezony i przeprowadza przestrzen wielomiandéw stopnia < N
Wsiebie. Po zastosowaniu wzoru Leibniza do obu stron oczywistej réwnoéci

(1)

o (z* = 1)* = 2nz(2® - 1)7,
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otrzymarmy

dn+1 2
B L | R |

1
TN 1
+n(n+1)%l-(w2m1)”:2na' (zvz—l) +2n(n+1)dd (:s ~—1)TL

Dz1elaac obie strony réwnosci przez 2"n! i odwolujac sie do definicji w1elomxa.n
Legendre’a, otrzymujemy
d? d

(2%~ DE + 23:&;] Po(z) = n(n + 1) P {z).

.. d? d .o .
Wykazalidmy wigc, Ze operator (2% — 1)—— + 2z—~ w przestrzeni wielomian

dz? dz :

stopnia < N jest diagonalny w bazie ortogonalnej zlozonej » wielomiandw Legendr
i ma widmo rzeczywiste proste. W szczegdlnoscei jest on samosprazezony.
Oczywidcie, mozna by sprawdzié samosprzqzonosc w te] przestrzeni bezposre

nim catkowaniem przez czesci: czlon typu f g‘ znika ze wzgledu na obecno$é czy

nika (2% —1) we wspdlczynnikach operatora. W ten sposdb 2z rezultatow tego punk
i twierdzenia p. 4 otrzymujemy inny dowéd ortogonalnosci wielomianéw Legendre
Zostawimy czytelnikowi sprawdzenie czesci sformulowanych wlasnosci i ich 1
terpretacje w terminach algebry liniowej dla wielomianéw Hermite'a i Czebyszewa
(nie nalezy zapomnie¢ o czynniku wagowym G(z}!).
n

c) Wielomian Hermite’a H,(z) == (—1)"6‘”30:—( ~o*Y jest wektorem whasn

dzn
odpowiadajgcym wartodci wlasnej ~2n operatora
d? d
K=2__9.2
R P
S 2 4"
FPunkeja e 1P H,(z) = {~1)"e® “d ~(e e~} jest funkejo wlasng operatora
X
d* )
H = -&;5 -z

odpowiadajgeq wartodei wlasney —(2n + 1).

Pierwsze stwierdzenie otrzymujemy za pomocs, prostej indukeii wzgledem n i ten
fragment opuszczamy. Dla dowodu drugiego stwierdzenia rozwazymy pomocnic
operator
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atwo mozna sprawdzié, ze
d

[H,M)=HM — MH = -2 (E—x) = —2M.

ta,d wynika, ze jesli f jest funkcja wlasna operatora H odpowiadajgca wartoscl
tasnej A, to M f Jest funkc;q wlasna operatora H ocipowza,dajqca‘ wartosci w}asnej

HMf = [H,M]f+MHf = ~2Mf + AMf = (A —2)Mf.

‘Poniewaz H(e==*/?) = —e==*/2, wiec funkcja M™Me=*1?) jest funkcja whasna H
“odpowiadajaca wartodci wlasne] —(2n + 1) dle kaidego n 2 0. 7 drugiej strony
proste sprawdzenie pokazuje, ze

e‘”Q/zM(e“‘”z/Qf(m)) = e"?% (e‘”ef(a:)) ,

“skad wynika, ze
e =1 H, () = (= 1) M™(e™1?),

co koniczy dowdd drugiego ze sformulowanych wyzej punktow.
- d) Wielomian Czebyszewa

Tolz) = (E;i;?!mgdgx(l _ g2yl

jest wektorem wlasnym o wartosei wlasnej —n? operatora

d? d
— 2 —— — ———
(1-=2 ')da:? o

1%1. Operatory normalne. W przestrzeni unitarnej zaréwno operatory uni-
‘tarne, jak i operatory samosprzezone sg szczegdlnym przypadkiem operatorow nor-
“malnych, ktoére mozna opisaé jednym z dwdch réwnowaznych warunkéw:

o a) Sq to operatory diagonalizowalne poprzez wybdr bazy ortonormalne;.

© b) 8¢ to operatory komutujgce ze swoim operatorem sprzgzonym.

-7 Sprawdzimy réwnowaznodé obu warunkdw.

- Jedli {e;} jest baza ortonormalna i f(e:) = e, to f(e;) = Ae;, skad wynika
[f, f*] = 0, tj. a) pociaga 2a sobg b).

: Dla dowodu implikacji odwrotne] wybierzemy wartoéé wilasng A operatora f
1 przyimiemy

' Ly={le L| f{l)=Al}.




152 Czedé 2. Geometria przestrzeni z iloczynem skalarnym

Sprawdzmy, ze f*(Ly) C Ly. Istotnie, jesli I € Ly, to
fFU @) = fUF) = 1) = Af (1),
bo f* f = ff*. Stad wynika, 3¢ Li jest f-niezmiennicza: jesli (I, lp) = 0 dla kasd

lo &€ Ly, to
(F(), )=, ) =0.

Dokladnie tak samo pokazaé moina, 2e Lt jest f*-niezmiennicza. Obciecia
do L} sa oczywiscie takie przemienne, zatem stosujac indukcje wzgledem wymy
L, mozna zalozyé, ze w L} f jest diagonalne w odpowiedniej bazie ortonormal;
Poniewas jest to takze prawda dla Ly, wiec dowéd zostal zakonczony.

Cwiczenia
1. Niech f:L — I bedzie operatorem w przestrzeni liniowej. Dowieéé, 3¢ 3
[(F(D), D] < ¢|l)? dla kazdego | € L i pewnego ¢ > 0, to

(@), m)] + 1 f(m))] < 2efl] - |m]

dla kazdych I, m ¢ L.
2. Niech f: L — L bedzie operatorem samosprzezonym. Wykazaé, ze

DI 1AL

dla kazdego [ € L, gdzie |f| jest indukowana norma f, a jesli ¢ < |f], to isthi
wektor [ € L, taki ze :
[(F(D), D] > elif?.

3. Operator samosprzezony nazywamy nteujemnym, f > 0, jeshi (f(I), 1)
dla kazdego I. Dowies¢, ze ten warunek jest réwnowazny z nieujemnoscia, wszy__s_tk
punktéw widma f. :

4. Wyka,zac, ze relacja f > ¢, zadana jako f — g > 0, jest relacja czqscsow
porzadku w zbiorze operatoréw samosprzezonych.

5. Wykazad, ze iloczyn dwoch przemiennych ze sobs operatoréw samosprze
nych nieujemnych jest operatorem nieujernnym.

6. Wykazaé, 7e 2 kazdego operatora samosprzezonego nieujemnego mozn
ciagnad jedyny nieujemny pierwiastek kwadratowy. .

7. Wyrazi¢ jawnym wzorem poprawke drugiego rzedu do wektora wlasneg
wartosci wlasnej operatora Hy + ¢ ;.

8. Niech f oznacza operator samosprzezony, w € C, Imw # 0. Dowxesc,

operator
- = (f - @id)(f — wid)™?

jest unitarny, jego widmo nie zawiera jednosci oraz

f=(wg—w)g—1id)™
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9, Odwrotnie, niech g bedzie operatorem unitarnym, ktérego widmo nie zawiera
dnoéci. Dowiesé, ze operator

f = (wg — wid){(g —id)™*

s"t:_: SaMOSPTZEZONY 013z

| g = (f ~wid)(f —wid)~.

ik (Wprowa,dzone powyiej odwzorowania, wigzace operatory unitarne z samosprze-
nymi, nazywaja sig transformacjq Cayleya. W jednowymiarowym przypadku ich

dpowiednikiem jest odwzorowanie @ —

przeprowadzajace of rzeczywisty w

‘okrag jednostkowy.)

- '10. Niech f: L - L bedzie dowolnym operatorem w przestrzeni unitarnej. Do-
iesé, ze f*f jest operatorem samosprzezonym nieujemnnym i ze jest on dodatni
tedy i tylko wtedy, gdy f jest odwracalny.

11. Niech f bedzie odwracalny oraz ri = ff*, ri = f*f, gdzie przez r1,
naczyliSmy operatory samosprzezone dodatnie. Dowiesc, ze

[ =riug = uyry,

elzie uy, uy 58 unitarne. (Te réwnodci wyrazaja tzw. rozklad biegunowy operatora
niowego f, a w1, Uz sa odpowiednio prawym i lewym czynnikiem fezowym f. W
rzypadku jednowymiarowym otrzymujemy przedstawienie niezerowej liczby zespo-
lonej w postaci re’.)

~12. Dowiesé, ze kazdy z rozkladéw biegunowych f = ru; = usry sa jedno-
aczne. '

+13. Wykazal, ze rowniez operatory nieodwracalne f maja rozkiad biegunowy,
e w tym przypadku jednoznacznie okreslone sg tylko vy 1 72, a nie uy 1 u,.

§9 Operatory samosprzezone w mechanice kwantowej

1. Kontynuujemy tu omawianie podstawowych postulatow mechaniki kwantowe]
zpoczete w § 6, p. 8.

Niech M oznacza przestrzen unitarna standéw pewnego ukladu kwantowego. W
fizyce dla scharakteryzowania poszczegdlnych standw postugujemy si¢ mozliwoécia
reslenia (zmierzenia) dla danego stanu ukladu wartosci pewnych wielkodci fizycz-
’ ny‘_r_.-_h takich jak energia, spin, wspdtrzedna, ped, itp. Po wybraniu jednostek i punktu
dniesienia (,zera”) dla kazdej z tych wielkosci, wynikami pomiardw sg, liczby rzecay-
iste (jest to w istocie definicja wielkoéci skalarnych), co odtad bedziemy zakladaé.
--._.Trzeci - po zasadzie superpozycji i interpretacji iloczynéw skalarnych jako am-
-Pliﬁ_ud prawdopodobiefistwa — postulat mechaniki kwantowej formuluje sie w na-
Sstepujacy sposch,
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Kaidej fizycznej wielkosci skalarnej, ktdrej wartosei mozna mierzyé w stang
uktadu o przestrzeni standw H, mozna przypisad operator samosprzezony f1H = '}(
o nastepujgcych wlasnosciach:

a) Widmem operatora f jest zbidr wszystkich wartodci mozliwych do otrzym
nig w wyniku pomiardw odpowiadajocej mu wielkosci fizycznej przeprowadzonych
réznych stanach tego ukladu.

b) Jedli ¢ € H jest wektorem wlasnym .operatorae f odpowiadajgcym wartode
wiasnej A, to przy pomiarze tej wielkosci ﬁzyczneg w stame ¥ ukladu otrvymam
wartodé A z prawdopodobiedstwem jeden.

¢} Ogdlniej, dokonujge pomiary wielkosei f w stanie ukliadu opisanym przez w
ktor ¥, || = 1, moine otrzymad wartosé A naleZgeq do widma operatora f .z pr
dopodobzenstwem réwnym kwadratowi normy rzutu ortogonalnege wektora ) na pod
przestrzert wlasng H()) odpowiadajgeq M.

PoniewaZ na mocy twierdzenia § 8, p. 4 przestrzen H rozklada sig na sumﬁ; prost'

@ H(X), M # ); dlad # 7, wiec wektor ¥ wyraza sig jako suma rzutéw ¢; € ‘H( ;

z =1,...,m, na podprzestrzeme wlasne. Tw;erdzeme Pitagorasa

1=y = Z i?
i=1 )
mozna zatem zinterpretowad jako wypowied? o tym, Ze przeprowadzajac pomiary
wielkoéci f w dowolnym stanie uktadu, otrzymamy z prawdopodobieristwem 1 kt:é'r'ac_s
z mozliwych wartodci f.

Wielkosci fizyczne, o ktérych byta mowa wyzej, a takze odpowxadajqce inm o
ratory samosprzezone nazywane sg wielkosciami obserwowalnymi lub obserwabl&mz
Postulat o obserwablach nieraz interpretuje sie szerzej, uwazajac, ze kazdemn ope-
ratorowi samosprzezonemu odpowiada pewna obserwowalna wielkos¢ fizyczna, ob
serwabla.

W przypadku nieskoriczenie wym;arowych przestrzeni H pod&ne wyzej postulat'
wymagaja, pewnych zmian. Na przyklad, zamiast sformutowad podanych w wary
kach b) i ¢} trzeba rozwazaé prawdopodobiefistwo tego, ze przy pomiarze f w stanie
1 otrzymamy wartosci z pewnego przedziatu (a,b) C R. Takze i temu przedziato
mozna przyporzadkowad podprzestrzen Hi,p) C H ——~ w skoniczenie wymiarowym

przypadku bedacs obrazem rzutu ortogonalnego p(, 5y na GB H(A:), — a szukane
i€(a.b) i
prawdopodoblenstwo wynost

Py ® = (b, Pry®).

wielkosci obserwowalnych sa okreslone jedynie na pewnej podprzestrzeni Ho C H
Zwiazek te] terminologii z pojeciami wprowadzonymi w § 6, p. 8 jest nastepw
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e jei wartoéé 1, jesh uklad przeszedl przez filtr, a 0 w przeciwnym przypadku. Piec
iy — to polaczenie przyrzadu przygotowujacego uklady, w ogdlnodci w rozmaitych
':.tanach z filkrem By, ktdry przepuszcza uklady tylko wtedy, gdy znajdujg sie one w
tanie ¥. Sposcb obliczenia prawdopodobienstw podany w § 6, p. 8 jest w oczywisty
poséb tozsamy ze sposobem podanym w warunkach b) i ¢) powyzej.
- 7 tego przykladu wnioskujemy, ze przyrzad, powiedzmy By, do pomiaru wielko-
ci obserwowalnej w stanie ¢, na ogd! zmienia stan ukladu: z prawdopodobiedstwem
(&, x)|? stan ¢ przechodzi wstan x,a% prawdopodobieﬁstwem L—[(+, x)|? uktad zo-
staje ,zniszczony”. Dlatego uzycie nazwy ,pomiar” w odniesieniu do takiego procesu
: ddzialywania uktadu z przyrzadem moze doprowadzi¢ do zasadniczo nieprawidlo-
: wych wyobrazen. Fizyka klasyczna jest oparta na zalozeniu, ze sam pomiar mozna
“w zasadzie tak przeprowadzié, aby dowolnie mato zaburzyé stan ukladu poddawa-
nego pomiarowi. Niemniej jednak nazwa ,pomiar” jest ogolnie przyjeta w tekstach
ﬁzycznych i uznalidmy za wlasciwe poslugiwanie sie nig takZe tutaj, zaczynajac jed-
“nakze od nie tak powszechnie stosowanych, lecz intuicyinie bardziej zrozumialych
,piecow” i filtréw”,

- 2. Wartodci srednie i zasada nieoznaczonosci. Niech f oznacza pewna,
“obserwable o widmie {\;} i odpowiadajacym jej rozkladzie ortogonalnym H =
@H(A;). Jak juz powiedziano, f przyjmuje w stanie ¢, [ = 1, wartosé A; z praw-
“dopodobietstwem (3, piv), gdzie przez p; zostal oznaczony projektor ortogonalny

‘pa H(X). Dlatego wartod¢ sredniq f, wielkosci f w stanie 9, obliczona dla Wieiu
-pomxa,row mozna wyrazi¢ nastepujaco:

f?a'f' = Z/\’ ,Pi"p = Z(Qb, A{pi'(,b) = (d’} f(¢))

przypominamy, ze |¢| = 1).
- Warto$¢ oznaczong wyzej przez (3, f{x)) w oznaczeniach Diraca zapisuje sig
(x| fl). Czedd tego symbolu — f[4) oznacza wynik dzialania operatora f na ket-
“wektor |¢), a (x|f - wynik dzialania operatora f na bra-wektor {x|.
- Wréémy do wartoéci érednich. Jeéli operatory f i g sa samosprzezone, to na ogél
‘operator fg nie jest samosprzezony:

(foy =g f" =gf # fo,
Jesh [ nie komutuje z g. Jednakze f*, f—X (A € R)i komutator - [f, g] = «ir(fg-gf)

59 3uz saImosprzezone.

Srednia wartosé [(f — f¢) }d) wielkodcei mierzalnej (f — F4)? w stanie jest dred-
mm kwedratowym odchyleniem wartodci f od jej wartodei sredniej, inaczej dyspersjg
(rozrzutem) wartoéci f. Oznaczymy

K—fzb = [(f_ E)Qlw-
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3. Stwierdzenie (zasada nieoznaczonosci Heisenberga). Dla dowolnych operg
tordw samaospregionych f, g w preestrzeni unttarnef

e~ ]
&fs+ By 2 5|((f,0]9, )]
Dowdd. Wyrazenie praedstawiajace érednig wartodé komutatora
{f-fkb:g—_ﬁ] = [f: g]
w stanie i przepiszemy, uzywajac oznaczen f; = f — ﬁ, =g~ gy, 2 na.stgp"

nie, po uwzglednieniu samospragzonodci operatoréw f, g, zastosujemy nieréwnose
Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza

‘([f’ g]7=bs 'l,b); = I((flgi "_"glfl)wa ¢)1 = §(91¢: fﬂb) - (f1¢5 gﬂb)i =

= 2lm{g ¥, frd)l < 2{qed, )| <

< 2\/(f1¢, fud) \/(911/)1 o) = 28f,Agy.

Ta nieréwnos$¢ pokazuje, Ze srednie rozrzuty wartosci nieprzemiennych wielkosc
mierzalnych f, g, nie moga by¢ jednoczesnie dowolnie zmuniejszane. Mowi sig jeszcze
ze nieprzemienne wietkodci nie s jednoczesnie mierzalne; do tego sformulowani'
nalezy jednak odnosié si¢ z taka sama ostroznodcia, jak do terminu ,pomiar”.

Szczegdlng role odgrywajs, za.stosowama nierdwnoéci Heisenberga dla takich par
zmiennych, ktére speiniaja rela.qe; [ f,9] = id — sa one nazywane parami obserwa_bl_

kanonicznie sprzezonych. Spelmaja‘ one nieréwnosé
28f,Agy 2 1/2

dla dowolnie wybranego stanu . Zauwazmy, Ze w przestrzeniach skoficzenie wy:
miarowych takich par nie ma, bo Tr{f,¢] = 0, Trid = dimM: Jedrakze w pr
strzeniach nieskoriczenie wymiarowych takie pary obserwabli istnieja, a klasycznym
przykiadem jest relacja komutacii

17 1d1 .
zkza}”¢

Wystepujace w niej operatory pojawiaja sie w modelach kwantowych tych uktadéw
fizycznych, ktdre w jezyku fizyki klasycznej nosza nazwe ,,czastki poruszajacej sie W
jednowymiarowym polu potencjalnym”.

Te i pewne inne obserwable opiszemy teraz bardziej szczegdiowo.
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4. a) Operator polozenia. Tak nazywa si¢ operator mnozenia przez & w przestrzeni
“funkcji zespolonych okreélonych na R (lub jakimé podzbiorze R) z iloczynem skalar-
nym [ f(2)F (x) dz. Przyjmuje sig, ze rozwazany jest uklad odpowiadajacy ,czastce
:'porusza,;a:cej sie po linii prostej w polu zewngtrznym

- b) Operator pgdu. Tak nazywa si¢ operator -w—- dzxaia;@cy w tych samych prze-

:strzema,ch funkcji. (Zazwyczaj uzupelnia sie go o czynnak h nazywany stala Plancka
—— to zaklada wlasciwy wybdr jednostek, o czym teraz nie bedziemy wspominaé.)
¢) Operator energii oscylatora kwantowego. Jest oni dany wyrazeniem (tak jak

“poprzednio przy zaloZeniu odpowiedniego wyboru jednostek) %— [—adgvz + :c"’].

~d) Operator rzutu spinu dla ukladu ,czastka o spinie 1/2”. Jest nim dowolny
“samosprzezony operator o wartosciach wlasnych +1/2 w dwuwymiarowej przestrzeni
‘unitarnej. Pdiniej opiszemy ten operator bardziej szczegitowo.

. W przykladach a) — c) celowo nie podaliémy precyzyjnego opisu przestrzeni uni-
: ta,rnych w ktdrych dzxa!a,jat nasge operatory. W istocie sa one nieskonczenie wymia-
‘rowe i nalezy je badaé¢ metodami analizy funkcjonalnej. O przykladzie d) powiemy
o$ wiecej nizej.

* 5. Operator energii i ewolucja ukladu w czasie. Zasadnicze znaczenie dla
pisania dowolnego ukladu kwantowego ma, oprécz wprowadzenia jego przestrzeni
standw H, takze wyrénienie fundamentalnej obserwabli H: H — H, nazywanej ope-
‘ratorem energii, operatorem Hamiltona lub hamiltonianem.

. Wlaénie ten opérator uzywany jest do sformulowania ostatniego z podstawowych
- postulatéw mechaniki kwantowej.

o Jesli w chwili 0 uklad znajdowal sie w stanie ¥ i jego rozwdi w czasie do chwili t
“odbywal sig w izolacfi, a w szezegdlinodei nie byly nad nim przeprowadzane pomiary,
“to w chwili t uklad znajdzie sig w stanie exp(—itH ), gdzie

por. § 11, czedé 1). U(t) = exp(—itH) jest operatorem unitarnym. Jednoparame-
trowa grupa operatoréw unitarnych {U{(t) [ t € R} calkowicie okresla ewolucie
-czasowsy uktadu izolowanego.

. Wielko$é fizyczna o wymiarze (energla) x{czas) nazywana jest dzialaniem. Wiele
: eksperymentow pozwala wyznaczy< uniwersalna jednostke dzialania — slawna stalg
lancka £ = 1,055 10~3 J-s. Piszac nasz wzdr, prayjeliémy, ze Ht jest wyrazone w

: jednostkach %, choé czeéciej zapisuje sie go w postaci exp —%} ¥, Jednakze my

edziemy opuszczaé h dla skrécenia zapisu.

Zauwazymy jeszcze, 2e na mocy liniowosci operator e przeprowadza promie-
- mie w M na promienie, wiec w istocie zadaje dzialanie na stanach uk}ad u, a nie tylko
:Da wektorach .

it ff
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Wzdr opisujacy ewolucje ukladu mozna napisaé w postaci rézniczkowej
d
dt

lub, okreslajac ¢(t) = e=itHap,

( -th) - Z;H(emitﬂ)

%iii = _iH (,iﬂw, jedli uwagledaié jednostki).
To ostatme réwnanie nazywa sie réwnaniem Schrédingera. Po raz pierwszy. zostaio
napisane w przypadku, gdy wektory stanu ¢ byly opisywane przez funkcje na prs
strzeni fizycznej, a H byl wyrazony jako operator rézniczkowy w tych wspolrzedny

Jak zazwyczaj, ponizsze komentarze beda odnosié si¢ zasadniczo do przypad
skonficzenie wymiarowej przestrzeni standw H.

6. Widmo energetyczne i stany stacjonarne ukiadu. Widmem ener'
tycznym ukladu nazywamy widmo zwigzanego z nim hamiltonianu H. Stanami s
cjenarnymi ukladu nazywamy te stany, ktére nie zmieniajg sie w trakcie ewolucjz
czasowej ukladu. Odpowiadajace im promienie sa niezmiennicze wzgledem oper
tora e'*¥ tj. sa jednowymiarowymi podprzestrzeniami wlasnymi tego operatora Iu
co jest tym samym, podprzestrzeniami wlasnymi operatora H. Wartosci wlasnej,
hamiltonianu, zwanej takze poziomem energetycznym ukladu, odpowiada warto
wlasna eip, = costE; + isintE; operatora ewolucji, zmieniajaca si¢ w czasie.

Jesli H ma widmo proste, to przestrzenn ‘H ma kanoniczng baze ortonormalng
skladajaca sie z wektordw odpowiadajacych stanom stacjonarnym {sa one wyzn
czone z dokladnoscia do czynnika fazowego €*). Jedli krotno$é poziomu energetyx
nego F jest wieksza od jednodci, to ten poziom 1 odpowiadajace rhu stany nazyw
si¢ zdegenerowanymi, a krotnodé E — stopniem degeneracji. :

Wzystkie stany odpowiadajace najnizszemu poziomowi energetycznermu, tj. i
mniejsze] wartosci wlasnej H, nazywaja sie stanami podstawowymi ukladu -— stan
podstawowy jest jedyny, gdy poziom najnizszy jest niezdegenerowany. Ta nazwa j
odbiciem przekonania o tym, ze uklad kwantowy nigdy nie jest izolowany od éwiata
zewnetrznego ~ z okreslonym prawdopodobienstwem moze on wypromieniowad |
pochlonaé pewna dawke energii. W pewnych warunkach prawdopodobieristwo utra
energii jest znacznie wigksze niz prawdopodobiefstwo jej pochlonigcia, 1 wtedy uki:
bedzie wykazywal tendencje do ,spadania” do swego najnizszego stanu i pozostaw
nia w nim w dalszym ciagu. 7 tego tez powodu stany wyzsze od najmzszego nazy
sie stanami wzbudzonymi.

Wréémy do omawianego w przykladzie d) p. 4. operatora Hamillona ()scyl

kwantowego: -%— [-—b—%g« + ] W § 8, p. 10 ¢) pokazalismy, %e funkcje e™* /ZHﬂ(_
stanowig uklad stanéw stacjonarnych oscylatora o pogiomach energii f5, = n 4
n = 0,1,2,... (Dokladniejsza analiza pokazuje, ze encrgia powinna byé tu ni

rzona w jednostkach fiw, gdzie stala w jest czestodcia drgan oscylatora klasyczneg
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()kresilwszy we wladciwy sposob. przestrzet unjtarna, do ktérej odnoszone sy roz-
wazania, nalezy nastgpnie wykazal, Ze te funkcje stanowia zupelny ukiad stanéw
stacjonarnych. Przy n > 0 oscylator, przechodzac ze stanu ¢, w stan ¥, moie wy-
éprommmowac porcje energii B, — E,, = (n — m)hw. W zastosowaniu do kwantowe]
teorii pola elektromagnetycznego pmces ten opisuje sig, méwiac o ,wypromzemowa-
nin n — m fotondw o czestotliwedei w”. Proces odwrotny jest pochlonieciem n —
fotondéw, przy czym oscylator przechodzi do wyzszego (wzbudzonego) stanu energe-
tycznego. Ten fakt, ze energia moze by¢ pochlonigta lub stracona tylko w ilosciach
bgd4cych calkowitoliczbowymi wielokrotnosciami Aw, ma przy tym zupelnie pod-
stawowe Znaczenie,

W stanie podstawowym oscylator ma niezerows enefgie 1ﬁw ktérej jednakze

nie moze przekazad¢, bo nie ma nizszych stanow energetycznych. W modelach kwan-
‘towych pole elektromagnetycane traktuje sig jako superpozycje nieskoficzenie wielu
cylatoréw (w szczegdlnosci odpowiadajacych réinym czestotliwosciom). W stanie
podstawowym — prézni — pole ma zatem nieskoficzong energie, chod z klasycznego
punktu widzenie jest ono zerowe, gdyz skoro jest niemozliwe zabranie od niego ener-
gii, pole nie moze na nic oddzialywaé. Tak przedstawia si¢ w najprostszym ujeciu
jedna z najglebszych trudnosci wspolczesnej kwantowej teorii pola. Ani aparat ma-
tematyczny, ani interpretacja fizyczna kwantowej teorii pola nie osiagnely jeszcze
'_éta,pu kompletnoéci. Jest to otwarta i pociagajaca teoria.

- 7. Formalizm teorii zaburzen. W mechanice kwantowe]j znaczace miejsce zaj-
muja, te modele, dla ktérych hamiltonian H mozna traktowaé jako sume Hy + e H),
gdzm przez Ho oznaczylismy ,niezaburzony” hamiltonian, a ¢ H oznacza maiac po-
prawke — nzaburzenie”, Z fizycznego punktu widzenia zaburzenie czesto opisuje
Qddz;alywame ukladu ze Swiatem zewnegtrznym” (np. zewnetrznym polem magne-
tycznym) lub oddzialywanie czesci ukladu miedzy soba (a wtedy Hp odpowiada
wyidealizowanemu przypadkowi ukladu, ktérego skladowe nie oddzialuja ze soba).
Natomiast z matematycznego punktu widzenia takie zaloZenie jest dopuszczalne
wtedy, gdy analiza widma niezaburzonego hamiltonianu jest prostsza niz analiza H,
a charakterystyki widmowe H mozna wyrazi¢ w wygodny sposéb poprzez szeregi
Wzgiqdem parametru £, ktérych pierwsze wyrazy sa okreélone przez Hy. Tutaj ogra-
niczymy si¢ do najczesciej uzywanych formut i pewnych jakosciowych spostrzezen.

- a) Poprawki pierwszego rzgdu. Niech Hpeo = Aoeq, Jeo] = 1. Sprébujemy znalezé
wektor wlasny i wartodé whasna dla Hp + e Hy, bliskie do eg i Ag, odpowiednio, z do-
kladnodcig do wyrazéw drug:ego rzedu wielkoéci wzgledem e, tj. rozwiazaé rownanie

(Ho +EH1){€0+E€1) (/\0+E/\1)(€9+€€1) +0(62).
Porownujqc wspolczynniki przy e, otrzymamy
(Ho — Ao)er = (A1 — H,y)eo.

Tiltaj niewiadomymi sg liczba A, i wektor ;. MoZna je wyznaczyd, uzywajac naste-
Pujacego sposobu. Po pomnozeniu skalarnie obu stron ostatniego réwnania przez eg,
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na mocy samosprzezonoscl operatora Hy — Ag, otrzymamy po lewej strome
réwnania zero: e

((H{; - )\0)81, eg) = (61, (Hg - /\0)60) = (.
Zatem (()\1 — Hy)eg, eo) = f}, skad na mocy unormowania eq wynika

A = (Hieo, €o).

Otrzymalismy poprawke pierwszego rzedu do wartosci wiasnej Ag: ,przesuniecie;
ziomu energetycznego” Xy wynosi (¢H1eo, o), tj. zgodnie z rezultatami p. 121
réwne Srednief wartodci ,energii zaburzajgee;” eHy w stanie ep. .
W celu wyznaczenia e; nalezaloby teraz odwrdcié¢ operator Ho — Ay, Jednak
jest on oczywiscie nieodwracalny, bo Ag jest wartodcia wlasna Hy. Poniewaz jedn
prawa strona réwnania, tj. (A — Hy)eo, jest ortogonalna do eg, wiec wystarczy, a
{Ho — Ao) byt odwracalny na ortogonalnym dopetnieniu do eo, ktére oznaczymy:,
A to jest ocaywiscie réwnowazne (w skonczenie wymiarowym przypadku) z tym,
wartos¢ wiasna Ao operatora Hy ma krotnos¢ jeden, t]. by poziom energetyczny
jest niezdegenerowany. :
Jesli ten warunek jest spelniony, to

-1

e = ({Ho — o) ‘eé) (M~ Hh)eo,

co przedstawia poprawke pierwszego rzedu do wektora wiasnego.

Wybierzmy baze ortonormalna {es = @, et ... i} w kidrej Hy ma postac
diagonalna, z wartoéciami wlasnymi A = ,\("), )xm, - AL W obazgie {eV),
przestrzeni e} spelniona jest réwnosé

n

(A1~ Hi)eg = Z (()\1 - Hy)eo, E({)) el = — i (Hl €0y e(")). ema

i=1 =1
a zatem po uwzglednieniu poprzedniej réwnosci otraymujemy

= (Heo, 6{5))'8(5}
Yo — A

€ =
i=1

Jest intuicyjnie jasne, Ze ta poprawka pierwszego rzedu bedzie dobrym przybhi
niem, jesli energia zaburzenia jest mala w poréwnaniu z odleglodcia od poziomu Ao
do najblizszego do niego — € powinno zosta¢ skompensowane przez licznik Ao — Al
i takie zaloZenie zazwyczaj robia, fizycy. .

b} Poprawki wyzszych r2gddw. Analogicznie do sytuaci rozwazane} powyzej p
kazemy, ze jesli wartos¢ wlasna Mg jest niezdegenerowana, to mozna indukcyji
wyznaczy¢ poprawke (7 + 1)-go rzedu do (e, Ao), opierajac sie na juz wyznaczony
poprawkach rzedow < 7. Niech zatem 7 > 1. Rozwiazemy réwnanie
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i+1 i+1 i+ .
(Ho + EH;[)(Z e"ek) = (Z a‘)\;) (Z E‘?C’-j) + o('*?)
k=1 {=1 j=1

giédem €ir1, Aiy1- Pordwnujac wspdlezynniki przy e, otrzymainy

(Ho = do)eirr = (M ~ Hi)ei + D Meiriai + diga o
=2

Jak poprzednio, lewa strona jest ortogonalna do prawej, wiec
1+1 ((H; e )\ 6,, 80 Z)\l €it1-ly 60):

241
ity = ((Hﬂ — o) Ll) [()\1 — Hyje; + Z)\Iei-i-lwl‘]v

=2

W}kaza,liémy wiec, ze poprawki dowolnego rzedu istniejg i sa jednoznacznie wyzna-

c) Szeregi teorit zaburzed, Formalne szeregi pot@gowe wzgledem ¢

She, e,

=0 i=0

w ktorych \; i e; sa wyznaczone z podanych wyzej wzoréw rekurencyjnych, nazywa
sie szeregami teorii zaburzen. Mozna wykazaé, e w skoficzenie wymiarowej prze-
strzeni te szeregi sa zbiezne dla dostatecznie malych ¢. Natomiast w nieskoriczenie
wymiarowej przestrzeni moga, okazaé sie rozbieine, ale suma pierwszych kilku wy-
20w szeregu czesto daje przyblizenie dobrze zgodne z eksperymentem. Fizyczne
znaczenie szeregow rachunku zaburzen w kwantowej teorii pola jest duze, a badanie
ich atematyczngo znaczenie prowadzi do wielu interesujacych i wazkich proble-
mow.

d) Wielokrotne wartosei wlasne i geomeiria. Wylaczenie z poprzedzajacych roz-
wazan przypadku wielokrotnej wartoéci wlasnej Ay wyniknelo z potrzeby odwréce-
a operatora Hy — Ag na przestrzeni ef 1 wyrazalo si¢ formalnie pojawieniem si¢ w
miatowniku réznicy Ae — Al), Mozna by otrzymaé wzory takse i w ogdlnym przy-
padku, modyfikujac w odpowiedni sposdb rozwazania, jednakze ograniczymy sie tu-
taj do dyskusji geometrycznych efektéw wielokrotnodci wartodci wlasnych. Dostrzec
¢ mozna juz na typowym przykladzie Hy = id, gdzie wszystkie wartosci wlasne sa
rdwne jednosci. Mala zmiana Hy prowadzi do nastepujacych efektdw.

0 ile ta zmiana byla dostatecznie ogblna, to wartosci wlasne staja sie parami
rozr;e — ten efekt jest nazywany w fizyce ,rozszezepieniem pozioméw” lub ,usunie-
ciem degeneracji”. Na przykiad, jedna linia spektralna moze sie rozszczepié na dwie

Ub wiecej badz to wskutek zwickszenia zdolnoéci rozdzielcze] przyrzadu, bads przez
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umieszczenie ukladu w zewnetrznym polu. Matematyczny model w obu przypadkae
jest ten sam i polega na dodaniu male], poprzednio nie uwzglednianej, poprawki’d,
Hy (a byé moze takze na modyfikacji przestrzeni, standw).

Teraz zastandwmy sie, co moze sie zdarzyé z wektorami wlasnymi. W przypad
catkowitej degeneracji, Ho jest diagonalne w dowolnej bazie ortonormalnej. M
zmiana Hp usuwajgca degeneracje oznacza wybdr bazy ortonormalnej, ktérej ogje
okreslaig kierunki rozci@gniqé oraz wspélczynnikéw tych rozciagniec. Wspélez;
niki powinny malo rézni¢ si¢ od wyjsciowej wartodci Ao, ale same osie mogg, by¢
usytuowane w dowolny sposéb, W ten sposéb w poblizu zdegenerowanego sta
wlasnego kierunki wlasne silnie zaleza od zaburzenia. Dwa dowolnie male za
rzenia operatora jednostkowego, oba z prostym widmem, mogg przyjmowaé pos
diagonalng w dwdch ustalonych i dowolnie polozonych wzgledem siebie bazach or
normalnych. To wskazuje na wewnetrzng przyczyne wystapienia w mianownikach
naszych wzoréw réznicy Ao — Al

§ 10. Geometria form kwadratowych i wartoéci wlasne
operatoréw samosprzezonych

1. Ten paragraf jest poswiccony badaniu geometrii wykreséw form kwadra
wych ¢ w rzeczywistej przestrzeni liniowej, tj. zbioréw postaci 441 = ¢{zy,..
w R i omdéwieniu pewnych zastosowan. Jedng 2z gléwnych prayczyn, dla ktory
te klasyczne rezultaty wciaz jeszcze wywoluja zainteresowanie, jest to, Ze forr
kwadratowe sa, kolejnym, po liniowym, przyblizeniem dowolnej dwukrotnie rézni
kowalnej funkcji i przez to stanowia klucz do wyjasnienia geometrii ,zakrzywieni
dowolnej gladkiej powierzchni wielowymiarowej. W paragrafach 3-6 wykazalismy
ogdlne twierdzenia o klasyfikacji form kwadratowych za pomoca, ogdlnych lniowy
lub tylko ortogonalnych odwzorowas, dlatego tutaj zaczniemy od wyjasnienia iéHg
ometrycznych 1mp11ka,c31 Przy;mlemy, Ze rozwazamy przestrzed euklidesows, ze- sta

dardowa metryks 5_: z?. Pominigcie struktury euklidesowei oznaczaloby tylko uzye

mnie] subtelnej relacp rownowaznoécl miedzy wykresami. Stra,tegla naszej dysku
polega na tym, aby najpierw rozpatrzy¢ przypadek malych wymiaréw, gdzie ksztal
wykreséw mozna uchwyci¢ obrazowo, a nastepnie rozwazy¢ nisko wymiarowe pr
kroje w résnych kierunkach wielowymiarowych wykreséw. Czytelnikowi zalecan
szkicowanie rysunkéw ilustrujacych tekst. Przyimujemy, %e o 2,41 jest skierowa
do gdry, a przestrzed R” polozona poziomo. =

2. Przypadek jednowymiarowy. Wykres krzywej z; = Az w R? ma tr
podstawowe formy: ,czare” — wypuklosé do dotu — przy A > 0, kopule’
wypuklos¢ do géry — przy A < O 1 proste] poziomej przy A = 0. Przy uzyc
klasyfikacji liniowej, ktdra dopuszcza dowolng zmiang skall wzding ost z,, te
przypadki wyczerpuja wszystkie mozliwosci i mozna przyjaé, e A = +1 lub 0. Pr
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Jasyfikacji ortogonalnej X jest niezmiennikiem: [A| okresla stromizng $cian czary
bo kopuly, przy czym jest ona tym wicksza, im wieksza jest wartos¢ |A|. Inna
harakteryzacja [A] wynika z obserwacji, ze 5[%[ jest promieniem krzywizny wykresu

"_c_lnie albo w wierzcholku {0,0). Rzeczywiscie, réwnanie okregu o promieniu R
ycznego do osi ac1 w poczatku ukladu ma postaé z¥+{z; ~ R)? = R*, a w otoczeniu

“ra MaTLy Ty &S 2R

3. Przypadek dwuwymiarowy. Dla zorientowania si¢ w mozliwosciach, wy-
 bierzmy baze ortonormalng w R?, w kidre] ¢ wyraza sie przez sume kwadratéw z
sewnymi wspo!czynmkam} q(yl,yg) = My} + /\2y2 Proste rozpiete przez wektory
¢f bazy nazywaja si¢ osiami gldwnymi formy ¢ i sa w ogolnoéci obrdcone wzgledem
wyjéciowego polozenia osi ukladu. Liczby Ar, A; sa wyznaczone jednoznacznie jako
wartosci wlasne operatora samosprzefonego A, dla ktdrego ¢(&) = £'AF (w starych
wspolrz@dnych) W przypadku A # A; same osie tez s wyznaczone jednoznaczaie,
ez pIZy Ay = Az mozna je wybra¢ dowolnie, byleby tylko byly ortogonalne. Dla kaz-
'_-degd ze wspolezynnikéw mamy zasadniczo trzy mozliwodci (A; > 0,4 < 0,); = 0),

- ale ze wzgledu na symetrie mozna ograniczy¢ sie tylko do rozwazenia czterech pray-

"_:z;‘dkow sposréd ktorych tylko dwa sa niezdegenerowane.

a) 3 = Mzi+dazd, A, Ay > 0. Wykres jest nazywany paraboloidg eliptyczng i ma
sztalt czary. Przydawka ,eliptyczna” pochodzi stad, ze rzuty przekrojow poziomych

Iy? + Aay? = ¢ przy ¢ > 0 sa elipsami o pdlosiach {/cA[?, polozonych wzdiuz
léwnych osi formy ¢ {a przy A; = A, okregami). (Te rzuty sg poziomicami funkeji ¢.)
Nazwa ,paraboloida” pochodzi stad, ze przekroje wykresu plaszezyznami pionowymi
yi + byz = 0 sa parabolami (przy A; = A; wykres jest paraboloida obrotows).

W przypadku Ar, Az < 0 jest to ta sama czara, tylke odwrdcona.

b) 3 = My? — Aowd, A1, Ay > 0. Wykres jest nazywany paraboloidq hiperboliczng,
oziomicami ¢ sa hiperbole, niepuste dla kazdej wartodci za, tak ze wykres prze-
hodzi zaréwno powyzej, jak i ponizej plaszczyzny zs = 0. Praekroje plaszezyznami
jonowym; sg jak poprzednio parabolami. Poziomica z3 = 0 jest ,zwyrodniala hi-
erbola” redukujaca sig do swych asymptot — dwéch prostych /Ay &/ Aaye = 0.
¢ proste w R? nazywaja si¢ ,kierunkami asymptotycznymi” formy q. Jedli trakto-
vaé ¢ jako (nieokreslona) metryke na RZ2, to proste asymptotyczne skladaj sie ze
szystkich wektordw o dlugosci zerowej. Proste asymptotyezne dzielg R? na cztery
_éktory. Poziomice ¢ = w3 przy zz > 0 polozone sa wewnatrz pary przeciwleglych
ektorow; gdy s — +0 (z gdry), poziomice przyblizaja sie do asymptot, aby ,prazy-
gnac” do nich przy z3 = 0, a nastepnie ,przeniknawszy” przez nie wylonié sie w
rugiej parze przeciwleglych sektoréw. Przekroje wykresu pionowymi plaszezyznami
rzechodzaccym1 przez proste asymptotyczne sg tymi samymi prostymi — ,wypro-
fowanymi parabolami”.

Praypadek 23 = — X2 + Ay, A1, A2 > 0, mozna otrzymaé z poprzedniego przez
a_:_'mianﬁ; znaku za.
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c) a3 = Ay%, A > 0. Poniewa? funkcja nie zalezy od zmiennej ya, przekroje v
kresu plaszczyznami pionowymi y; = const maja jedna i t¢ sama postaé: caly wykr
ktéry jest zakredlony przy przesuwaniu wzdluz osi y, przez poloiona w p}aszczyz
(y1,m3) parabole dana réwnaniem z3 = Ay} nazywa si¢ walcem parabolicznym.’)
ziomice sa parami prostych y; = £v/23A~1; przy 2z = 0 sklejaj sie w jedng pros
caly wykres polozony jest nad plaszczyzng a3 = 0.

Przypadek x5 = Ay?, A < 0 otrzymuje si¢ przez odwrdcenie.

d) 23 = 0 — jest to plaszczyzna.

4. Przypadek ogdlny. Teraz jestesmy w stanie objasni¢ geometrie Wykresu
Tpyr = g{T1, ..., 2,) dla dowolnych n. :
Przejdmemy do uktadu osi gléwnych w R", tj. do bazy ortonormalnej, w ktore

g1y s Yn) = E Avd, A, Am # 0. Jak widzielidmy, osie te sa wyznacz

jednoznacznie, Jesh m=nil+# A przyi#jlubjeslim =n—11X # A;jprzy¢
Wartodci-formy nie zalezg od wspoirzqdnych Ymtls -+ - Uny Wige J€j wykres powst

‘EL

przez przesuwanie wykresu Z Ay w R™ we wszystkich mozliwych k;erunka,ch
il

w podprzestrzeni rozpiete] przez wektory {em41,.:.,€x}. Innymi slowy wykres J
Swalcowy” wzdluz tej podprzestrzeni. Nietrudno sprawdzic, ze ta podprzestriz
jest jadrem formy biegunowej dla ¢ i jest trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
niezdegenerowana. Nt

Niech ¢ bedzie niezdegenerowana, ti. m = n. Mozemy zalozyé, 2e A1,..., A
0, Arp1y- -5 Arrs < 0, tj. (r,s) jest sygnatura formy ¢. Jesli forma jest dodat"_:
okreslona, tj. r = n, s = 0, to wykres ma postaé n-wymiarowej czary; kazdy jego
przekrd) pionows, plaszczyzng jest parabola, a poziomice g = ¢ > 0 sa elipsoidar
polosiach 1/cA7?, skierowanych wzdluz osi gléwnych. Réwnanie takiej elipsoidy ma
postaé '

o a v
2(\/;;7)“1

tj. mozna jg otrzymad z kuli jednostkowej rozciagnieciami wzdluz prostopadlych
kierunkéw. W szczegdlnosci jest ona zbiorem ograniczonym i zawiera si¢ w pros

katnym réwnolegloécianie |2;] < /eA]?, i = 1,...,n. Jak zobaczymy nizej, badanie
zmian dlugodci pdlosi roznych przekrojow elipsoidy {tez bedacych elipsoidami) pr
nosi uzyteczne informacje o wartosciach wlasnych operatoréw samosprzezonych:
Dla r = 0, s = n otrzymujemy kopule. W obydwu przypadkach wykres n
nazwe (n-wymiarowej) paraboloidy eliptycane;. :
Posrednie przypadki rs s 0 prowadzg do wielowymiarowych paraboloid hip
bolicznych réznych sygnatur. Kluczem do ick geometrii jest znowu strukbura stozka
kierunkdw asymptotycenych C w R", ]. poziomicy zerowe] ¢y, ..., ¥a) = 0 for
Nazywa si¢ ja stozkiem, gdyz jest zakreslona przez swoje tworzgcee: prosta, zaw
rajgca jeden wektor z € jest w niej zawarta w calodci. Dla uzyskania wyobraze:
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o podstawie tego stozks rozwazmy jego przeciecie, powiedzmy, z podrozmaitosciy
linjowa, ¥n = 1:

n—1
w/\,:l Z )\,-y? = ],
d=l

ak widaé, podstawa jest poziomica‘ formy kwadratowej n—1 2miennych. Z najprost-
szym przypa,dklem mamy do czynienia wtedy, gdy ta forma jest dodatnio okreélona,
bo wowczas ta poziomica jest elipsoida, a w szczegblnosci jest ograniczona i nasz
stozek przypomina ,szkolne” tréjwymiarowe stozki. Ten praypadek odpowiada sy-
Egmturze (n~1,1) tub (1,n—1); dlan = 4 przestrzen (R“, q) jest slawng, preestrzenig
Minkowskiego, ktéra bedzie szczegolowo omawiana péZniej. Przy innej sygnaturze
struktura stozka C jest znacznie bardziej zlozona, bowiem jego podstawa ,rozciaga
sie do nieskoniczonosei”. Przekroje wykresu ¢ pionowymi plaszczyznami przecho-
é"zégcymi przez tworzace C pokrywaja sie z tymi tworzacymi. Dla przekrojéw innymi
iﬂia,szczyznami otrzymujemy albo ,ezary”, albo  kopuly” — kierunki asymptotyczne
rozdmelag@ te dwa przypadki. Dlatego stozek C dzieli przestrzen R™ \ C' na dwie
czeéci, w caloscl zakreslone przez linie proste, na ktorych forma ¢ jest odpowiednio
gjemna tub dodatnia. Jeden z tych obszaréw nazywa sie wnetrzem stozka C,a drugi
jego zewmgtrzem. Geometryczny sens sygnatury (r, s} mozna w preyblizeniy, lecz 0b-
razowo oddaé nastepujgcym zdaniem: wykres formy q w kierunkach v oddala sie w
gore, @ w kierunkach s — w dot,

ChociaZ nasze rozwazania odnosily sie do rzeczywistych form kwadratowych to
wyn1k1 mozna zastosowacd takze do zespolonych form hermltowsklch Rzeczywiscie,

reairﬁkacm C" jest R*", a realifikacja formy hermltowsklej 2 @i BiE;, i = Gy, jest

rzeczyw;sta forma kwadratowa. Przy realifikacii wszystkie wymtary ulegajg podwaoje-
niu, a w szczegdlnosel sygnatura zespolona (r, s} przechodzi w sygnature rzeczywisty
(27‘ 2s).

7" Opiszemy teraz pokrotee | bez dowodéw dwa zastosowania tej teorii do mechaniki
P topologn

© 5. Ruch drgajacy. Dla ustracji rozwazmy kulke, ktéra moze $lizgaé sie pod
wplywem sity ciezkosci w rynnie o ksztalcie z; = Az? poloZonej w plaszczyZnie R?.
Punkt (0, 0) jest jednym z mozliwych toréw ruchu kulki — poleZeniem réwnowag:.
W przypadku A > 0, ta réwnowaga jest trwala (stabilna) — przy niewielkim po-
czgtkowym odchyleniu kulki lub nadaniu niewielkiej predkosci dochodzi do drgania
kilki wokét dna rynny. Dla A > 0 to polosenie jest nietrwale — kulka spada po
jednej z dwéch galezi paraboli. Przy A = 0 jest ono obojetne wzgledem odchylenia
przestrzennego, ale nietrwale wzgledem zmiany predkosci: kulka moie pozostawad
W spoczynku w dowolnym punkcie plaszczyzny 2o = 0 albo poruszaé sie ruchem
Jednosta;nym w dowolnym kierunku.

-+ Okazuje sie, ze matematyczny opis duzej klasy ukladéw mechanicznych w po-
blizu polozenia réwnowagi jest jakosciowo dobrze modelowany wielowymiarowym
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uogdlnieniem powyzszego obrazka: ruchem kulki pod dzialaniem sily ciezkodc
powierzchni @41 = ¢(21,...,2,) w poblizu poczatku ukladu wspdlrzednych:
g jest dodatnio okredlona, to kazdy ,nieznaczny” ruch bedzie bliski superpo
malych drgar wzdluz osi gléwnych formy q. Wzdluz przestrzeni zerowej fornijz
mozliwa ucieczka do nieskoficzonoéci ze staly predkoscia. Wzdtuz kierunkdw,; gdy
¢ jest ujemna, jest mozliwe spadanie w dol. Zardwno obecnosé przestrzeni zero
jak i ujemnnej sktadowsj sygnatury formy wskazuje na niestabilnoéé polozenia 16
wagl lub nieprzydatnosé przyblizenia ,malych drgan”. Jednakze jest wazne, 7e
zmiany formy rynny, w ktérej slizga sig kulka (lub, bardziej technicznie, potenc
naszego ukladu), nie naruszaja tej stabilnosei.

* Zeby to wyjasnié¢ blizej, powrécimy do wspomnianego na poczatku parag
przyblizenia dowolnej (powiedzmy, trzykrotnie rézniczkowalnej) funkcji rzeczyw
flzg, ..., 20). W poblizu zera ma ona postaé

Flzy, .o, 2q) = Za 2 + Z bjm,m3+o(z Iwilz);

{m=1 Fimi =1
gdzie
- of o
a; = 3:0,( ), by = P BmJ(O 0.

Odejmugacc od fj }eg warto$é w zerze 1 czesd lintows, widzimy, Ze reszta jest 2 dok
noscia, do wyrazéw wyzszego rzedu kwadratowa. To odejmowanie oznacza, ze ro
patrujemy odchylenie wykresu f od hiperplaszczyzny stycznej do wykresu w 2z

Oznaczajac te hiperplaszeayzne przez R™, zauwazamy, ze zachowanie f w pobly
2 .

zera jest zadane przez forme kwadratowq o macierzy (é—m—-‘—;—r—(ﬂ 0)) PrIYn

mniej wtedy, gdy ta forma nie jest zdegenerowana — w przeciwnym przypadku n
lezy wzigd pod uwage takze wyrazy wyzszego rzedu. (Na przykiad, wykres x4 -
na lewo od zera spada w dol, a na prawo podnosi sie do géry, a wykresy funki
kwadratowych tak sie nie zachowuja. Dwuwymiarowy wykres z3 == 2% -+ a:2 to iz
wmalpie siodlo” opadajqcy w dot w tym krzywoliniowym sektorze, gdzie a® +m2
— ,Iniejsce na ogon”.)

Punkt gdzie zeruje sie rézniczka df = E of d:c, {tj. gdzie gﬂ{— =0 dla wsz
::1 !
kich 1 = 1,...,n), jest nazywany punktem krytycznym funkcji f (w naszych p

kladach byt to poczatek ukladu wspoirzednych) Jest on niezdegenerowany, je
w tym punkcie forma kwadratowa }:

Siml 8:1756.’3_—,‘
przedzajace rozwazania daja sie podsumowaé jednym zdaniem: w poblizu nie
generowanego punkiu krytycznego wykres funkeji jest Lok samo potozony wzglede
hiperplaszczyzny stycznej, jok wykres jej czesei kwadratowe). Nastopnie mozna wyk
zal, ze niewielka modyfikacja funkcii {wraz z joj pierwszymii drugimi pochodn
moze tylko nieznacznie przesunaé polozenic niezdegencrowanego punktu kryt

== Az;Az; jest niezdegenerowana. P
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ego, ale nie zmienia sygnatury odpowiadajacej mu formy kwadratowej i dlatego
skze ogdlnego zachowania wykresu (lokalnego).

‘Mozna takze dowiedd, ze w otoczeniu niezdegenerowanego punktu krytycznego
ozfia przeprowadzic¢ taks gladks i majaca gladks odwrotng (cho¢ na ogdl nieli-
_piowa) zamiang wspbirzednych y; = yi(x1,..., 20}, ¢ = 1,..., 7, Ze W nowych wspél-
gednych funkcja wyrazi si¢ dokladnie poprzez funkcje kwadratows:

Flg1y-e s 9m) = F(0,...,0) + i bijyiy;.

=1

:Scasie wyprowadzenie teorii malych drgan czytelnik moze znalezé w podreczniku W.
“Arnolda, Metody matematyczne mechaniki klasycznej, PWN, Warszawa 1981.

8. Teoria Morse’a. Wyobrazmy sobie n-wymiarows gladka, ogra.n;czonad po-
jerzchnie V' zawarta w {n -+ 1)-wymiarowe; przestrzeni euklidesowej, np. cod w
odzaju skorupki jajka lub obwarzanka (torusa.) w R3, Rozwazmy przekroje V' hi-
erplaszczyznami T,4; = const. Zalozymy, ze istnieje tylko skoficzony zbidr takich
artodcl eq, ..., €, 2e hiperplaszczyzny &,41 = ¢ 53 styczne do V i to w jedynym
unkcie v; € V. W poblizu punktu stycznodci mozna przyblizaé V wykresem formy
wadratowe] Tpe1 = ¢ + ¢i(z1 — 21(0), .. ., T — 2a(w;)), jesli tylko V jest w dosta-
¢znie ogdlnym polozeniu (np. obwarzanek nie powinien lezeé poziomo). Okazuje
‘sie; ze niektdre z wazniejszych wilasnodei topologicznych V, a w szczegdlnosai tzw.
{yp homoatopijny V — sq catkowicie wyznaczone przez uklad sygnatur form g, tj.
‘przez wskazanie tych kierunkéw w otoczeniu v;, wzdiuz ktérych V opada w dol i
tych, wzdluz ktdrych wznosi sie¢ w gére. Najbardziej zadziwiajace jest to, ze chociaz
informacja o sygnaturach ma czysto lokalny charakter, to uzyskuje sie z niej globalng,
harakterystyke V, jaka jest jej typ homotopijry. Na przyktad, jeéli wystepuja tylko
‘dwa punkty krytyczne ¢;,c; o sygnaturach (n,0) i (0,n}, to V jest topologicznie
‘zhudowana jak n-wymiarowa sfera.

Szczegdly czytelnik moze znalezé w ksiazce J. Milnora Morse theory (w jez. ang.).

7. Operatory samosprzezone i wielowymiarowe kwadryki. Niech L ozna-
‘cza praestrzen euklidesowa, lub skoriczenie wymiarowa unitarna, f: L — L — opera-
tor samosprzezony. Zbadamy wlasnosci widma tego operatora. Uporzadkujmy warto-
5ci wlasne f malejaco z nwzglednieniem ich krotnosci: Ay > Ay > ... > X, i obierzmy
.odpowiednio baze ortonormalng zlozong z wektoréw wlasnych {e1,...,en}. Powrd-
cimy do punktu widzenia z § 8, p. 4, w ktdrym zadanie operatora [ traktowalidmy
Jako réwnowazne z zadaniem formy symetrycznej lub hermitowskiej (f(11), L) albo
formy kwadratowej g;(!) = (f(1), 1) (dla przypadku unitarnego jest ona kwadratowa
1a realifikacji przestrzeni). W bazie {e;,...,e,} ta forma przyjmuje postaé

grle,. . z)y =3 dal lub ) Al

1=1 =
skad wnioskujemy, Ze kierunki Re; (albo Ce;) sa osiami gléwnymi q;.
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~ Jedna z prostszych wlasnodci wariacyjnych zbioru wartosci wlasnych A; wyr:
nastepujace stwierdzenie.

8. Stwierdzenie. Niech S = {l € L | |l| = 1} oznacza sfere jednostkowq
strzeni L. Wiedy '
A= maxgs(l), A = ming;(0).

Dowdd. Poniewaz [z:] > 01 Ay > ... 2 A,, wigc oczywiscie
(Tl € EMdeit < (Sl
1=1 r“I

Na sferze jednostkowe] lewa strona jest réwna A, a prawa A; i te wartosci sa, osiaga
dla wektoréw (0,...,0,1), (1,0,...,0) odpowiednio (wspéirzedne odnoszy, sie .
bazy {ei,...,e,} diagonalizujacej f).

9. Whniosek. Oznaczmy przez Ly powloke liniowq rodziny {ey,...,er}, a pra
L} — powloke liniowq rodziny {ex,...,en}. Wiedy

Mo=max{g(l) |l € SN L} =min{g(]) | 1€ SN L;}.

Dowéd. Rzeczywiscie, przy oczywistym wyborze wspéirzednych obcigcie ¢y «
n k .
L} ma postaé¢ ¥ Ai|z:}?, a obcigeie do Ly — postaé 37 M|zi]2
: 1=1 =1
Podane niZe] wazne wzmocnienie tego wyniku, gdzie zamiast L rozwaza
jest dowolna podprzestrzeﬁ liniowa w L kowymiare & — 1, nosi nazwe twierdzen

Fischera~Couranta. Daje ono charakterystyke wartosci wlasnych operatomw ro
niczkowych w postaci warunku typu ,minimax”.

10. Twierdzenie. Dia dowolnej podprzestrzeni L' C L kowymiary k=
spelnione nierdwnodci

M <max{gy() | 1€ SNLY, Augss > minfgs() | 1€ SN L'},

Te oszacowanta sq dokladne dla pewnych L' (np. odpowiednio dla L} i Ly), tak wi

Ap = nr}}n max{g;(DH e SNL'}, iy = max min{gs (D}l € SN L'}.

Dowdd. Poniewas
dmL' +dimLi =(n—-k+1)+k=n+1,

a dim{L' + L;) < dimL = n, wiec z twierdzenia czesci 1, § 5, p. 3 wynika;
dim{I' N L7) > 1. Wybierzmy wektor [ € L' N L; N S Zgodnie z wnioskie
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g mamy A = min{g;({) | 1 € §nN L;}, a wiec Ay < qf(lo), a tym bardziej
< max{qf(l) fle SNk } Druga,, nieréwnoéé twierdzenia najprosciej wyprowadzié
fosujac juz wykazang nieréwnosé do operatora — f 1 zauwazajac, ze znakl i kolejnosé
artosa wlasnych ulegaja przy tym odwrdceniu.

11. Whniosek. Niech dimL/Ly = 1 i niech p oznacza operator rzutowania
= Lo. Oznacemy praez Ay 2 X, 2 ... 2 A,_; wartodci wlasne operatora sa-
MpSPTIEZOTEGO P f: Ly — Lg. Wiedy

wartodci wlasne operatoréw f i pf przeplatajq sie.

i
Dowéd. Obciecie formy g5 do Lg jest rowne formie gyp: (f(1),1) = (pf(1),1),
eli 1 € Lo. Dlatego

A = max{g,/(Dll € SN L'} = max{qg/(D)il e SN L'}

la odpowiednio wybranej podprzestrzeni I/ C Ly o kowymiarze k — 1 wzgledem
o. To oznacza, Ze jej kowymiar wagledem L jest réwny k, skad wynika Agpq < A%
tosujac te sama, nieréwnoéé do — f zamiast f, otrzymamy ~ XA, < —X,, tj. A, < Az,
o koticzy dowdd.

. Pozostawiamy czytelnikowl mozliwosé sprawdzenia tego, ze wniosek p. 11 ma
astepujaca prosts interpretacje geometryczna, Zaldzmy, ze Ay > Ag 2 ... 2 A > 0
‘zamiast funkeji g/(!) na S rozwaimy elipsoide e: ¢;(I) = 1. Jej przeciecie € 2
_ podprzestrzenia Lo jest takze elipsoida, ktdrej pdlosie maja dlugosci przeplatajace
i¢ 2z dlugosciami pdlosi elipsoidy €. Mozna wyobrazaé sobie np. elipsoide w R® i
lipse g powstajaca z przeciecia jej plaszczyzng. Wielka pdlos € nie jest diusza od
a,_]WiQkSZEj polosi e { ,oczywiste”), ale i nie krétsza od éredniej potosi e. Natomiast
nala pdlos €y jest nie krétsza od malej polosi e (,oczywiste”), ale i nie wigksza od
redmej polosi €. Pytanie kontrolne: jak otrzymac w przekroju okrag?

" § 11. Tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa

1. Tréjwymiarowa przestizest euklidesowa £ jest podstawowym modelem hzycz—
‘nej przestrzeni Newtona i Galileusza. Czterowymiarowa przestrzen Minkowskiego
M wyposazona w symetryczna metryke o sygnaturze (ry,r-) = (1,3), jest mode-
m czasoprzestrzeni fizyki relatywistycznej. Przynajmniej z tego wzgledu zastuguja
ne na uwazniejsze zbadanie. Z matematycznego punktu widzenia maja, takze szcze-
“g6lne wlasnodci, istotne dla zrozumienia budowy éwiata, w ktérym syjemy: zwiazek
obrotéw £ z kwaternionami i istnienie iloczynu wektorowego; geometria wektoréw
“zerowej dlugosci w M.

. Te szczegdlne wlasnosci wygodnie badaé w $wietle zwiazku geometrii £ 1 M
12 geometrig pomocniczej dwuwymiarowe] przestrzeni unitarnej H, nazywanej prze-
strzeniq spinordw. Ten zwiazek ma takie glebokie znaczenie fizyczne, ktére odkryto
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dopiero po narodzinach mechaniki kwantowej. Tu wybraliémy wilasnie t¢ drog
kiadu. :

2. Ustalimy na poczatku dwuwymiarows, przestrzen unitarna H. Dalej’
czymy przez & rzeczywisty preestrzed liniowq operatordw semospragzonych w
dladem 0. Kazdy operator f € M ma dwie rzeczywiste wartoéci wlasne, ktére ¢
sig¢ tylko znakiem, bo ich suma, réwna $ladowi operatora, jest zerem. Zdefiniuje

| = /I det f]

(jest to dodatnia warto$é wlasna f).

3. Stwierdzenie. £ wraz z normg | - | jest trdjwymiarowq preestrzeniq eukh
s0wq, .

Dowdéd. Wzgledem bazy ortonormalne] H operatory f sa reprezentowan
cierzami hermitowskimi postaci

tj. kombmacjami liniowymi
Reb-al +Imb-ag+a-o’3,

gdzie oy, 09,03 oznaczaja macierze Pauliego (por. éwiczenie 5 do § 4, czesci 1.

Jest to dwuliniowy symetryczny tloczyn skalarny, wiec jesli wartoéci wlasne f o
czymy przez A, to

P = 5T = 57 4 X) = | det f].

Oczywidcie A? = 0 wtedy i tylko wiedy, gdy f = 0, co koriczy dowdd.
Nazwiemy kierunkiem w £ zbidr wektoréw postaci

Rif={af]a>0},

gdzie f jest niezerowym wektorem z £. Innymi slowy, kierunek to polpmsta W
Kierunkiem przeciwnym do Ry f jest Ry (—f).
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4 Stwierdzenie. [stnieje wzajemnie jednornaczne odpowiedniodd miedry kie-
tami w € a rozkladami H na sumg prostq dwdch ortogonalnych jednowymiaro-
ok podprzestrzeni Hy @ H_. A mianowicie, kierunkowi Ry f prayporzedkowujemy
" podprzestrzert wlasng H odpowiadajgeq dodatniej wartodei wlasnej f i pod-
strzen H_ odpowiadajgeq ujemnej wartodel wlasnej f.

Dowdd. Hy i H. sa ortogonalne na mocy twierdzenia § 7, p. 4, a zamiana f
a af, gdzie @ > 0, nie zmienia H, ani H._. Odwrotnie, jesli jest zadany rozklad
togonalny H = Hy @ H_, to zbidr tych operatoréw f € £, ktdre rozciagaja H w
srunku Hy A > 0 razy oraz —A < 0 razy w kierunku H_, jest kierunkiem w £.

+'5. Interpretacja fizyczna. Utozsamimy £ z przestrzenia fizyczna, np. wybie-
jac w nich ortogonalne wspodlrzedne. Dalej utozsamiamy M z przestrzenia stanéw
ewnetrznych ukladu kwantowego nazywanego ,czastka o spinie 1/2, zlokalizowana
poblizu poczatku ukladu wspéhrzednych” (np. elektron). Przyjmiemy takze, ze
-przestrzeni fizycznej jest wiaczone pole magnetyczne o wybranym, ustalonym z
Sy kierunku Ry f C £, . W tym polu uklad ma dwa stany stacjona.ne, ktérymi
_wlaénie H,. 1 H_.

Powiedzmy, 2e wybrany kierunek R, f odpowiada gdrnej pionowej pdlosi wy-
ranego ukladu wspolrzednych w przestrzeni fizycznej {08 2”). Wéwczas stan Hy
gdZiemy nazywad stanem ,o0 rzucie spinu +1/2 na kierunek osi z” (albo ,spin do
1y") i odpowiednio stanem ,o rzucie spinu ~1/2” (albo ,spin do dolu”) — H._.
[aka tradycyjna terminologia jest reliktem przedkwantowych wyobraesn o tym, ze
obserwabla spinu odpowiada klasycznej wielkoéci obserwowalnej zwanej ,;momentem
sdu”, bedacej charakterystyka wewngtrznego ruchu obrotowego ukladu, i dlatego
‘mo?na ja sama reprezentowaé poprzez wektor z £ i mowié o jego rzutach na osie
spolrzednych w €. Jest to istotne naduzycie, bo stany ukladu sa promieniami w H,
-anie wektorami w €. Rozdzwiek z teoria klasyczna staje sie jeszcze bardziej widoczny
przy rozwazaniu ukladéw ze spinem s/2, dla ktérych dim M = s + 1. Dokladnym
sformulowaniem tego faktu jest wlaénie stwierdzenie p. 4.

- Wyzej podalismy wyidealizowany opis klasycznego ekperymentu Sterna i Gerla-
cha (1922). Zamiast elektronéw uzyto w nim jondw srebra, przepuszczanych miedzy
okladkami elektromagnesu. Ze wzgledu na niejednorodnoéé pola magnetycznego jony
wychodzace w stanach bliskich stanom H, i odpowiednio, M. rozdzielaly sig na dwa
ki, co wlasnie pozwolilo rozréznié te stany. Srebro bylo wyparowywane w elek-
trycznym piecu, a pole magnetyczne petnito role dwdch filtréw rozdzielajacych stany

+1H_.

‘ Powrécimy do badania przestrzeni euklidesowej £.

RSl

6. Stwierdzenie. (f, g) = 0 witedy i tylko wiedy, gdy fg +gf = 0.
Dowdéd. Mamy

(f,9) = 5 Trlfg +9f) = 7T/ +9 = 1~ ).
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Poniewaz f? ma jedyna warto$é wlasng | f]?, wiec kazdy kwadrat operatora 2 €
opera.torem skalarnym, a wiec takée fg + gf jest operatorem skalarnym. Jes
réwny zeru wiedy 1 tylko wtedy, gdy jego slad jest xdwny zeru.

7. Bazy ortonormalne w . Z dowodu stwierdzenia p. 5 wynika natychm
ze operatory {es, e;, €3} tworza baze ortonormalng wtedy i tylko wtedy, gdy

3 _ 2 L2 _ .
t=epmel=id, eejtee =0, %]

e
W szczegdlnosel, jesli w M zostala wybrana baza ortonormalna, to operatory w
wyznaczone przez macierze Pauliego ¢y, 03, 03 tworza baze ortonormalna w &1

afzagzogma—(é 2) ooj+o0i=0, t#7.

Mozemy teraz wyjasnié matematyczne znaczenie macierzy Pauliego, dowodzac twie
dzenia odwrotnego.

8. Stwierdzenie. Dla kazdej ortonormalne) bazy {ey,e2,€a} prerestrzeni 5 b
nieje baza ortonormalna {hy, hy} preestrzeni M, taka ze

Ael =0, A32 = g lub - Fa, A‘63 = 03,

gdzie Ae oznacza macierz operatora e wagledem bazy {hy, Ry}, Ta baza jest wyzn
czona Jednoznacznie z dokladnodeiq do exynnika, bedgeego liczbg zespolong o mod'
jeden,

Dowdéd. Wartosciami wlasnymi e; sa 1. Zatem W = H, @ H_, gdzie e; je
identycznoscia na My, a minus identycznodcig na H_. Na poczatek wybierzer
wektory h} € Hy, hy € H_, spetniajace [h}| = |hy| = 1. Sa one wyznaczone
dokladnoscia do czynnikéw &% oraz e'¥2, a macierza es w tej bazie jest 03. Dalej

e1(hy) = eres(hy) = —ezea(hy),

co pokazuje, ze er(h]) jest niezerowym wektorem wlasnym dla e3 odpowiadajacy
wartosci wlasnej ~1. Zatem ei(h]) = ok} i analogicznie ei(hy) = ﬁh’ Macier
wzgledem bazy {h} 5} jest hermitowska, wigc @ = §. Poniewaz e? = id, zate
aff = 1 = [a| =|5|. Zamientajac {k}, by} na {h1, hs} = {zh,yhL}, gdzie |z = Jy}
1, po to aby jako macierz e; w nowej bazie otrzymaé o), dostajemy ;

ei(h) = zey(h]) = zahl = azy1h,,
ex(hz) = yes(hy) = yBhy = Byz~"h

Jezeli z, y beds jeszcze spelniaé warunek zy~! = a1, to otrzymamy wéwé_i
aufomatycznie ary~! = fyz~! = 1. Mozemy zatem przyjaé, np. z = 1, ¥y = a. -
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W ten sposéb w bazie {hy, he} mamy Ae, = 03, Aey = 03, a przy tym ta
aza jest Wyznaczona z dokladnoscig do czynn;ka skalarnego o module jeden. Te
mie argumenty, co w przaypadku e;, pokazuja, ze w tej bazie Ae, jest macierza

), gdzie |y|* = 1. W takim razie z warunku ortogonalnosci eye; + egeq = 0

(10)(58)(50)(5)

+7 =0, skad v =7 lub vy = —i. Zatem Ag, = 0 lub Ae, = —03.

5 0
trzymujemy

9, Wniosek. Prezestrzert £ ma wyrdsniong orieﬁtacjg: ortonormalna baza {e;,
€3} nalezy do klasy zadajgceej te orientacje wtedy i tylko wiedy, gdy istnieje orto-
ormalne baza {hy, hy} preestrzeni M, wzglgdem ktdrej Ae, = 04, a = 1,2,3.

Dowdd. Musimy sprawdzié, e jest {e,} w bazie {hy} i {e.} w bazie {h}} wy-
42ja sie dokladnie macierzami Pauliego, to wyznacznik macierzy przejécia od {e, }
d"{e } jest dodatni lub tez, Ze istnieje ciagla deformacja przeprowadzajaca {e.}
. {e }. Skonstruujemy taks deformacje pokazujac, ze {hy} mozna przeprowadzié
{h}} ciagla deformacja unitarng, tj. Ze istnieje taka rodzina operatoréw unitar-
.-.'nych fo: H — H, indeksowana parametrem ¢ € [0, 1} i spelniajaca warunki: fo = id,
filhy) = By, { fl ), filha)} jest baza ortonormalng w H dla kazdego t. Wtedy, ozna-
czajac przez {gi(e1), g:(ez), g:(es)} baze ortonormalng & wyrazong przez macierze
auliego w bazie {fi(h1), fi(h2)}, otrzymamy szukang deformacje przestizeni £.

= Niech {h},h4} = {h1, ha}U. Ze wzgledu na to, Ze obie bazy s ortonormalne,
_.mac;erz przejécia U jest unitarna. Na mocy wniosku § 8, p. 7 mozna ja zapisad w
-postaci exp(tA) z macierzg hermitowska A. Wiedy macierz {4 jest hermitowska, a
perator exp(itA) jest unitarny dla kazdego t, co pozwala przyjaé

fe{hi, he} = {hy, hatexp(itd), 0<t< 1.

konczy dowéd.

" Operatory 01/2, 02/2, 03/2 w H nazywaja si¢ operatorami rzuty spinu ha od-
owiednie osie w £ — nazwa ta pochodzi od kwantowo-mechanicznej interpretacji
tych operatoréw, kitéra byla przedstawiona w p. 5. Czyanik 1/2 jest wprowadzony
0 to, by wartodciami wlasnymi tych operatoréw byty liczby +1/2.

10. lloczyn wektorowy. Niech {ey,es,¢3} bedzie baza ortonormalng w £,
2godna z wyrdzniong orientacja. Iloczyn wektorowy w £ jest zdefiniowany klasycz-

(3315} + Zzeg + 59363) X (y161 -+ Y269 + y363) =
= (2295 — zayz)er + (Tayn — Taya)er + (T1y2 ~ 2oy )es

‘Zamiana bazy na inna, ale jednakowo zorientowana, nie zmienia iloczynu wektoro-
Wego, ale jesli nowa baza jest przeciwnie zorientowana, to iloczyn zmienia znak.
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Nietrudno podaé¢ niezmiennicza konstrukcje iloczynu wektorowego oparty’ na.
omawianym formalizmie. Przypomnijmy, ze antyhermztowskze operatory w H ze §
dem 0 tworza, algebre Liego s5u (2) (por. § 4, czeéé 1), Przestrzen £ mozemy utogsa

z ta algebra Liego dzielac kazdy operator nalezacy do £ przez i, Zatem w «%8 jesi

okredlona struktura algebry Liego dla ktdrej
1 1 i
[—.‘Ua, ".‘Ub] = 2"ff'c:u')'::“".“at::a
i1

gdzie g123 = 1 oraz .. jest skosnie symetryczny wzgledem wszystkich wskazmkow
Inaczej
(s, 03] = 2i€45.0,.

Dlatego

3
Z yaaa),

a=1

[Z LoCa, Z yacra] =2 (Z :z:aaa) X (

a=1

a wiec doczyn wektorowy z dokladosciq do trywialnego czynnika jest zwyklym ko

mutatorem operatordw. To pozwala na napisanie bez zadnych obliczent klasycznych
tozsamosci

EXy=—7x&,

Ex(TxH+Ix(ExPH+Fx(Fx L) =0

Inny sposéb wprowadzenia iloczynu wektorowego polega na powigzanin go z 1§oczy_

nem skalarnym i kwaternionami.

11. Kwaterniony. Podobnie jak komutowanie, tak i mnozenie operatoréw na-
lezacych do £ na ogdl wyprowadza poza £ - nie sa zachowane jednoczesnie ani
hermitowskosé operatoréw ani warunek znikania ich sladu. W rzeczywistosci ilo
czyn operatordw nalezacych do £ jest elementem przestrzeni Rid +4¢£, pray czym
jego ,czest rzeczywista” jest iloczynem skalarnym, a ,cze$é urojona” — iloczynem
wektorowym. W istocie,

Ou0h = €0 dlaa# b, {a,bc}=1{1,23},

10
? .. —
of = 0y ( 01 ) a= 1,2,.3,

skad otrzymujemy
3 3 3 3 a
(Z .'L‘ada) - (z yao‘,) = (Z maya) oo +1 (Z xaoa) X (Z yaoa)
qml ey gl a=1 a=1 .

albo tak jak to pisza fizyey,

(£-8W7 7)) =T oo+ T xg)-&, gdzied = (o1,02,03).
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é't@d wynika, Ze rzeczywista przestrzen operatoréw Rid +i€ jest zamknieta wzgle-
dem mnozenia. Jej bazg tworzg elementy w klasyczne] notacji zapisywane jako

1 = g, P -"'2'0'1, J = "-'T:O'g, k= Wi0‘3

’imjzzk?:—l,‘ ijmmjizk, ,kim—ik:j’ sz_kjmz

I};nymi stowy, otrzymalismy algebre kwaterniondw w jednej z tradycyjnych repre-
- gentacji macierzowych (zob. Wstep do algebry, rozdz. 9, § 4).

:. 12. Homomorfizm SU(2) — SO(3). Ustalmy baze ortonormalng {Ay, ha} w
H iodpowiadajaca jej baze ortonormalng, {e1, e, es} w €, dla ktdrej Ag; = o;. Kazdy
“operator unitarny U:H ~+ H przeprowadza baze {hy,he} na inng baze {Af,h}},
- ktérej odpowiada z kolei baza {e], €}, ¢4} i operator s(U): £ — £ przeprowadzajacy
{e:} na {e!}. Na mocy wniosku p. 8 s(U) € SO(3), bo wyznacznik s(U) jest dodatni.
* Przedstawiajac elementy £ jako macierze wzgledem bazy {h1, h2} mozemy dzia-
“lanie s(U) na & zapisaé 2a pomoca prostego wzoru .

s(U)(A) = UAU™?

e

dla dowolnych A € £. Jest to w istocie szczegllny przypadek ogdlnego wzoru na
:._:tra.nsforma,cjﬁ; macierzy operatora przy zmianie bazy. Teraz mozemy wykazaé naste-
pujacy wazny rezultat.

- 18, Twierdzenie. Obcigcie odwzorowania s de SU(2) jest surjektywnym homo-
- morfizmem grupy SU(2) —— SO(3) z jedrem {L F,}.

. Dowdd. Ze wzoru s(U)(A) = UAU? od razu widaé, ze s(E) = id 1 s(UV) =
“8{U}s(V), skad wynika, 2e s jest hornomorfizmem grup. Surjektywnos$é mozna wy-
- kazaé nastepujaco. ‘

o Wybierzmy element g € SO(3) i niech g przeprowadza baze (01, 02, 03) prze-
strzeni £ na baze (0}, 0}, 04). Zaczynajac od tej drugiej bazy, skonstruujmy baze
{h, h4} przestrzeni H, w ktdrej operatory o! sy reprezentowane macierzami ;. Na
“mocy stwierdzenia p. 7 mozna taka baze {h},h}} znalezé, przy czym byé moze,
_Macierza operatora o} bedzie —oy, a nie 0. Jednakse ta druga mozliwosé jest wy-
- kluczona przez wniosek p. 8, bo ¢ € SO(3) zachowuje orientacje £ Operator U,
" przeprowadzajacy {hi, ha} na {&{, A%} spelnia s(U) = g, ale, byé moze, nie nalezy do
“8U(2), a tytko do U(2). Jesh tak jest, to det U = €', wiec e~*/2l € SU(2). Ma-
“clerz e™*/2]J przeprowadza baze {h;, ho} na baze {e=*/2h}, e~*/2h4}, a tej bazie jak
- poprzednio odpowiada baza {0}, 0}, o4} przestrzeni £. Stad wynika, ze s(e™*/2U) =
© 9, a wiec s: SU(2) — §O(3) jest, jak twierdzilismy, surjekiywny.

© Jadro homomorfizmu s: SU(2) —» SO(3) zawiera tylko operatory skalarne €' id,
- co wynika ze stwierdzenia p. 7, zgodnie z ktérym baza {h{, b5} jest wyznaczona przez
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{e!, ), e4} wlasnie z dokladnoscia do czynnika €*. Poniewaz czedcig wspdlna gru'
{e**} 2 grupa SU(2) jest {&id}, dowdd zostal zakodczony.

Znaczenie opisanego homomorfizmu staje sie jasniejsze przez odwolanie do tog
logii: grupa SU(2) jest jednospo_yna tj. kazda zamknieta krzywa w tej grupie mog;
w sposéb ciagly sciagnaé do punktu, co dla grupy SO(3) jest niemozliwe. A
SU(2) jest uniwersalna grupa nakrywajaca SO(3). :

Skorzystamy z udowodnionego twierdzenia w tym celu, by rozjasnié obraz w
wnetrznej struktury grupy SO(3), poniewaz grupa SU(2) jest zbudowana prodci
Tu warto zacytowaé R. Feynmana:

210 mczeg dziwne, bo przeciez zZyjemy w trzech wymiarach, a mimo to trud_
nam ocenié, co sie dz:eje jezeli obrocimy sie w taki sposob, a péZniej w taki sposé
Byé moze, gdybyémy byli rybami lub ptakami i mieli prawdziwe wyczucie tego,
sie dzieje, gdy wywijamy w przestrzeni koziolki, latwiej mogliby$my zdawaé sob
sprawe z takich rzeczy.” R. Feynman, R. Leighton, M. Sands, Feynmana wykfady
fizyki, t. 11, str. 90, PWN, Warszawa 1972.

14. Struktura SU(2). Po pierwsze, elementami SU(2) sg macierze stopnxa. 2
o wyrazach zespolonych, spetniajace U = U 1 det I/ = 1. Stad od razu wymka, ze

SU(?}:{(_% E") |a|2+§b|2=1}.

Zbiér par {(e,b) | |af* + |8]* = 1} C C? mozna uwazaé za sfere Jednostkowa,
przestrzeni R? traktowanej jako realifikacja C'%:

(Rea)® + (Ima)® + (Reb)® + (Im b)* =

Stad wnioskujemy, ze grupa SU(2) jest zbudowana topologicznie tak jak tro;wymz
rowa sfera w czterowymiarowe] przestrzent euklidesowe).

Whniosek § 8, p. 7, zgodnie z ktérym odwzorowanie exp: u(2) — U(2) jest su
jektywne, sugeruje pewien wybér ukladu generatoréw grupy SU(2). Bezposredn
obliczenie funkcji wykladniczej dla trzech tworzacych praestrzeni su(2) daje

o d

| cos 5 18 }:
exp (, ztm) s , )
2 isind  cos k
2T
cost sinl
1. ) 2
(zxp(‘——ﬂ,ag) = ,
2 —8in é €08 %
. Cit/? 0
(,xp(izta;;) = 0 : e—it/?
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‘azdy element ( W% ab ) ¢ SU(2), taki ze ab 5 0 mozna zapisa¢ w postaci
0 jetd -
1 i 1 o8 —e” 2 1810 ~e” 2
exp(iiap@) exp(é—i@dl) exp(—g—z'v,bag) = n I
g ;¢ .0 e
isin e 2 3Co8 §e 2

.'dzae 0 << 27,0 <8 <m —2r P <2 W tym celu wystarczy przyjad
| arga = 39—«;12 argb = g——-—%‘?b—— {Oczywiscie, te elementy SU(2),

Ia ktérych b = 0 maja postad exp(%igocrg) a czytelnikowi pozostawiamy mozliwodé
amodzzelnego rozwazenia przypadku a = 8.)

- Katy p, 0,1 nazywaja si¢ kqtami Eulera dla grupy SU(2).

- 15. Struktura SO(3). Z topologicznego punktu widzenia utozsamilismy SU(2)
‘tréjwymiarows sfera. Homomorfizm s: SU(2)-— SO(3) przeprowadza pare punk-
ow £U € SU(2) na jeden punkt SO(3). Te punkty sa koncami jednej srednicy
fery, mozna wiec powiedzied, ze z topologicznego punktu widzenia SO(3) powstaje
rzez sklejenia par przeciwleglych punktéw trdjwymiarowej sfery. 7 drugiej strony,
-.-pé;ry przeciwleglych punktow sfery sa we wzajernnie jednoznacznej odpowiedniosei
‘z:prostymi igczacymi punkty tej pary w rzeczywiste] przestrzeni czterowymiarowej.
bidr takich prostych nazywa sie tréjwymiarowq rreczywistq praestrzeniq razutows
;jest oznaczany RP® — dokladniej zbadamy przestrzenie rzutowe pdniej. W ten
poséb SO(3) jest topologicznie réwnowazna z RP°.

.. Przyjrzyjmy sie teraz, na co przeprowadza homormorfizm s opisane wyzej two-
zace SU(2). W standardowej bazie {¢y, 02, 73} przestrzeni £ spelnione sg zwiazki

exp(%iwl) a3 exp (— %ital) = &1,

exp(%itch)az exp(*—%ito'l) = (cost)op — (sint)os,

exp(%étal)crg exp(—%ital) = (sint)oy + (cost)os

| I 0 0
s(exp(-g—zia;)) =il Cf)st —sint
0 sint  cosd
jest obrotern € o kat t wokét osi Roy. Calkowicic analogicane sprawdzenie pokazuje,

zetakze dla k = 2,3 s(exp(%itok)) jest obrotem & o kat | wokol osi o, W szezegdl-

- noéei, dowolny obrét z SO(3) mozna przedstawié jako ilocsyn trucch obrotéw wokél
101,059,073 0 katy Eulera ¢, 8, ¢, przy czym ¥ mozna obraé w przedsiale 0 do 27
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Cwiczenia

1. Dowiesé tozsamosci

('gf)( 2?) F x (ZTX é:‘) = (f? ﬂ‘)z?-« f(y, z)

{ Wskazéwka. Skorzystaé z lacznodci mnozenia w algebrze kwaterniondw.)

2. W tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowej wyrdiniono dwie osie z i 2’ tw
rzace miedzy soba, kat . Wiazka elektrondw z rzutem spinu 41/2 wzdluz osi z pa
na filtr, przepuszczajacy jedynie elektrony o rzucie spinu +1/2 wzdlug osi 2. Wyl
zaé, ze stosunek liczby elektronéw przepuszczonych przez filtr do liczby elektro:
zawartych w wiazce wynosi cos? £ -

5"

§ 12. Przestrzen Minkowskiego

1. Przestrzeniq.Minkowskiego M nazywamy czterowymiarows, rzeczywista, pra
strzen liniows, 2 niezdegenerowang symetryczng metryka o sygnaturze (1, 3) {czasam
uzywa sie sygnatury (3,1)). Zanim przystapimy do omawiania wlasnoéci tej prae
strzeni z matematycznego punktu widzenia, wskazemy na te podstawowe zasady.
interpretacji fizycznej, ktére leza u podstaw szezegdlnej teorii wzglednodci Einste

a) Punkty. Punkt (albo wektor) przestrzeni M jest idealizacjs fizycanego zds
rzenia zlokalizowanego w czasie | przestrzent, takiego jak ,rozblysk”, ,wypromieni
wanie fotonu przez atom”, ,zderzenie dwéch czastek elementarnych” itp. Poczate
ukladu wspélrzednych w M mozna traktowaé jako zdarzenie zachodzace ,tu it
raz” dla pewnego obserwatora — ustala ono jednoczesnie poczatek odliczania cz
1 poczatek odmierzania wspolrzednych przestrzennych. '

b} Jednostki wymiarowe. W ﬁzyce klasycznej czas i dlugosé sa mierzone w inn
jednostkach. Ze wzgledu na to, ze M jest modelem czasoprzestrzeni, w szczegd
teorii wzglednodci nalezy ustalié¢ sposéb przeliczania jednostek przestrzennych
czasowe i odwrotnie. Przyjety sposéb jest réwnowazny z postulatem ,stalej predkosc
swiatla ¢” i polega na tym, Zze wybrane] jednostce czasu ¢, przyporzadkowuje
jednostke dlugosci ly = cto réwng odleglodci praebywanej przez dwiatlo w czasi
(np. ,sekunda $wietina”). Jedna z jednostek tp lub ly uznajemy za wybrana raz
zawsze, a wskutek fego druga. jest zadana warunkiem {y = cfp i predkosé sw:a,tl'
tych jednostkach staje sie réwna jednosci.

¢) Interwal czasoprzestrzenny. Dla dowolnych punktéw [),l; € M przestrzen
Minkowskiego iloczyn skalarny rézaicy {l; = I, I — I) nazywa sie kwadratem inter
walu czasoprzestrzennego pomiedzy nimi. Ten kwadrat moze by¢ liczby dodat
ujemna Jub zerem — w fizycznej terminologii odpowiednio czasowym, przestrzennyl
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ub zerowym (Pewne unzasadnienie dia uzywa.ma, takich terminéw bedzie podane mm

: d} Linie swiata obserwatoréw inercjalnych. Jesli choé jeden wektor proste) L C
M jest czasowy, to i kazdy inny jest tez czasowy. Taki proste nazywamy liniami
wista obserwatordw inercjalnych. Za dobre przyblizenie odcinka takiej linii mozna
wazaé 2bidr zdarzen zachodzacych w statku kosmicznym, poruszajacym sie swobod-
ie (z wytaczonymi silnikami) w duzej odlegloéci od cial niebieskich (uwzglednienie
ch przyciagania wymagaloby zmiany schematu matematycznego opisu czasoprze-
strzeni 1, w szczegdlnodct, przejscia do ,zakrzywionych” modeli ogélnej teorii wzgled-
noéei). Zauwazmy, ze na razie wprowadziliémy do naszych rozwazan jedynie linie
“§wiata wychodzace z poczatku ukiadu wspdlrzednych. Inercjalny obserwator, ktdry
ie przeszedl sbuiteraz”, porusza sie po I+ L — przesunietej o pewien wektor proste;
 crasowej L. Niech Iy, I, oznaczaja dwa punkty nalezace do linii éwiata obserwatora
Jinercjalnego. Wowezas{ly —l, 1 —13) > O i interwal |y — b} = (L —lp, I} — 12)1/2 ma
interpretacje czasu, ktory uplyngl pomiedzy zdarzeniami ly, b, mierzonego wedlug
“wskazan zegara poruszajgcego sig z tym obserwatorem, zwanego czasem wlasnym ob-
erwatora. Linia éwiata obserwatora inercjalnego jest jego wlasnym ,strumieniem
.-cﬁasu”.
" Konstatacja fizycznego faktu wystepowania ,kierunku” czasu (z przesziodci do
-_pfzyszlos'ci) wyraza sie matematycznie wyréznieniem orientacii kazdej prostej cza-
owej, tak 2ze dlugosé |{| wektora czasowego moze byé wyposazona w znak dla od-
snienia wektordw skierowanych w przyszloéé od tych skierowanych w przeszlodé.
'P_omzej przekonamy sie, ze jest sensowne mowienie o uzgodnieniu tych orientacii,
. 0 istnieniu wspdlnego kierunku czasu — ale nie samego czasu! — dla réznych
bserwatorow inercjalnych.
e) Przestrzen fizycana obserwatora inercjelnego. Podrozmaitodé liniowa

E=1+L+c M

: st interpretowana jako zbidr punktow wchwilowe] przestrzeni fizycznej” obserwa-
tora inercjalnego, znajdujacego si¢ w punkeie [ swojej linii $wiata L. Ortogonalne do-
elnienie jest, naturalnie, wziete wzgledern metryki Minkowskiego w M. Nietrudno
riekonad sie, ze M = L@ Lt oraz e na L' jest indukowana struktura tréjwy-
liarowe] przestrzeni euklidesowej (jednakze z ujemnie okreslona, metryks zamiast
zwyczajnej dodatnio okreslonej). Wszystkie zdarzenia odpowiadajace punktom L+
83 interpretowane przez obserwatora jako zachodzace ,teraz”, ale dla innego obser-
zwatom, nie beda one jednoczesne, bo L # Li, gdy Ly # L. :

- 1) Inercjalne uklady wspdtrzednych. Niech I oznacza prosta czasows z wybrana
_'_Q_r_ientaqac, ey — dodatnio zorientowany wektor czasowy na tej prostej o diugosci
-_jéden, {e1, e, €3} — ortonormalng baze w Lt; (e,e;) = —1 dla ¢ = 1,2,3. Uklad
- Wspéirzednych w M odpowiadajacy bazie {eo, ..., e} nazywa sie ukladem inercjal-
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nym. We wspdirzednych w tyrm ukladzie

(Z:v eis Zy,ei) = Zoyp ~ thyz

[

Poniewaz zog = cfp, gdzie fp jest czasem wihasnym, mterwai czasoprzestrzenny Od

poczatku ukladu do punktu E: z;e; jest réwny ( cHd — E mg) . Kazdy 1nercga.!
i=1
uklad wspdirzednych w M za,daje utozsamienie M z kartezjanska przestrzenia Min.

kowskiego (R",m — }: a:,-). Izometrie M (lub jej kartezjariskiego odpowiednika
=1 :

tworzg, grupe Lorentza, a izometrie zachowujace orientacja czasu — jej podghup,
ortochroniczng,.

g) Stozek swietlny. Zbidr punktéw | € M, takich ze ({,1) = 0, nazywamy stozkﬁem
swietlnym C' (poczatku ukladu). W dowolnym ukladzie inercjalnym C jest da

réwnaniem .
2=

i=1 =

Pizy zq > 0 punkt (2o, z1, 22, 23) nalezacy do stozka jest oddzielony od poloze
obserwatora (20,0, 0,0) interwalem przestrzennym, ktérego kwadrat wyraza s;e, w'

rem Z} x? = —zZ, tj. punkt znajduje siec w takiej odlegiodci, jaky przejdzie w czasie
Zo kx:vant swiatla wypuszczony z poczatku ukladu w poczatkowe] chwili czasu. (Pr?y
zo < 0 zbidr takich punktéw odpowiada rozblyskom, ktére zaszly w momencie ¢z
wlasnego zg i ktére mogty zostaé zaobserwowane w poczatku ukladu wspdtrzedny
wpromieniowanie dochodzace”.) Odpowiednio ,proste zerowe”, w calosci lezace n:
stozku C, to linie $wiata czastek wypuszczonych z poczatku ukladu wspdlrzednych
i poruszajacych sie z predkoscia swiatla, np. fotonow. Czytelnik moze zobaczyé po
stawe ,dochodzacej powloki” stozka éwietlnego wygladajac za okno — jest nig sfera
niebieska. ’
Proste w M skladajace si¢ z wektordw z ujemnym kwadratem interwalu nie maji
interpretacji fizycznej. Moglyby one odpowiadad liniom éwiata czastek poruszaj
cych sie z predkoscia wieksza od predkosci swiatla — hipotetycznych ,tachiondw
ktorych jednak nie udalo sie dotychczas zaobserwowad. -
Przejdémy teraz do zbadania M od strony matematycznej.

2. Realizacja M jako przestrzeni metryk. Tak jak w § 11, usta,lxmy dw
wymiarows przestrzen zespolong M 1 rozwazymy zbiér M hermitowskich iloczyn
skalarnych zadanych na H. Jest to rzeczywista przestrzes liniowa. Macierze Grama
tych metryk w ustalonej bazie {hy, b2} w H tworza zbidr wszystkich macierzy hermi
towskich 2 x 2. Metryce { € M prayporzadkujemy wyznacznik jej macierzy Gra
G, ktéry oznaczymy przez detl. Przejicie do bazy {&}, AL} = {hy, ha}V prow
dzi do zmiany G na G/ = V'GV, a det & = [det V|*det G. W szczegdlnodci, je
V € SL(2,C), to det G = det &', Zatem obliczenie det! w kazdej z baz H na
zacych do jednej klasy wzgledem dzialania SL{2,C) daje jeden i ten sam wyn

¥

l'.
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W dalszym ciggu ustalamy takg klase baz H 1 wszystkie wyznaczniki bedg obliczane
wzgledem niej. Zmiana klasy prowadzi tylko do pomnozenia otrzymanych wartosci
wyznacznikéw przez dodatni skalar.

- 8, Stwierdzenie. a) M jest czterowymiarowq przestrzeniq rzeczywistq.
b) Na M istnieje jedyna symetryczna metryke (I, m), dla ktérej (1, 1) = det .
¢j sygnatura jest réwna (1,3), a wige M jest przestrzeniq Minkowskiego.

Dowdd. a) W przestrzeni macierzy hermitowskich 2 x 2 baze stanowia, macierze
(10 |
o= 01
Diatego dim M = 4.

. b) Pokazemy, ze w macierzowej realizacji M funkcja det  jest forma kwadratowa,
ktorej forma biegunowa wyraza sie wzorem

= Ey, 0y, 02, 03, gdzie o; dla 7 > 1 oznaczaja macierze Pauliego.

(I, m)= %(’I‘rl Trm — Trim),

w oczywisty sposéb przedstawiajacym forme dwuliniows symetryezng. W istocie,
jeshi A, p sa wartodciami wlasnymi [, to mamy det I = Ag, Trl = X+4p, Tri* = M4 42,
tak ze

A = det ] = é(()\ bt X = ) = %(('ﬁ:)? —Tel) = (1, 1),

Teraz jest wigc oczywiste, Ze {c0, 01, 73, 03} jest ortonormalng baza M z macierzs,
Grama diag(l, —1,~1,—1), skad wynika, Ze sygnatura naszej metryki jest réwna
(1,3). To konczy dowod.

4. Wniosek, Niech L C M oznacza prostq czasowq, Wowczas L+ z metrykg
—{l, m} jest trdjwymiarowq przestrzeniq euklidesowq, a M = L@ Lt.

Dowéd. Réwnos¢ M = L@ L+ wynika ze stwierdzenia § 3, p. 2 wobec tego, ze
prosta czasowa jest oczywiscie przestrzenia niezdegenerowang. Ponilewaz sygnatura
metryki Minkowskiego na M jest rdwna (1,3), wiec na Lt jest réwna (0,3), co
konezy dowdd. :

“ Przejd?my teraz do zbadania geometrycznego sensu iloczynu skalarnego. Nieo-
kreslonosé metryki Minkowskiego jest powodem istotnych réénic w pordwnaniu z
sytuacja euklidesows, ktére maja waine znaczenie fizyczne. Najbardzie] jaskrawe
fakty sa zwigzane z tym, ze nieréwnoé¢ Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza dla
wektordw czasowych jest ,odwrécona w druga strone”.

5. Stwierdzenie. Niech (Iy, 1) > 0, (I3, I2) > 0, L, € M. Wéuwczas

(i, 1) 2 (I, L), ),

Rownodé zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy wektory Iy, 1y sy liniowo zaleine.
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Dowéd. Przede wszystkim pokazemy, e tréjmian kwadratowy (¢l +lp, tl 4
ma zawsze pierwiastek rzeczywisty to. W realizacji macierzowej M warunek (I 12')3.
0 oznacza, ze det [; > 0, ti. ze [; ma rzeczywiste pierwiastki charakterystyczne z
nakowym znakiem, powiedzmy ¢, (+1 albo —1). Analogicznie oznaczymy prae
wspdlny znak pierwiastkéw charakterystycznych ;. Wtedy dla t — —(&162)00
cierz tl; +1, ma wartosci wlasne w przyblizeniu proporejonalne do wartodci wlas
Iy (bo Iy + 171, dazy do ), ktorych znak jest réwny —&;, a pray ¢ = 0 wartg
wlasne macierzy 0/; +1; = [, majg znak ¢,. Zatem gdy t przebiega od 0 do —(g,¢5 )
wartosci wlasne tl; + Iy przechodza przez zero, wiec det(tl; + ly) przyjmuje wa
zero. A to oznacza, ze wyréznik tego trojmianu jest nieujemny, czyli '

(I, L) > (4, L)Ly o).

Jesli wyréznik jest Zerem, to tréjmian ma pierwiastek dwukrotny, powiedzmy ¢g
a wiec macierz #pl; + I3, bedac macierza hermitowsks ze wszystkimi wartosciami wi
snymi réwnymi zeru, jest macierza zerows, (bo jest diagonalizowalnal), co oznacz
ze Iy, 1, s liniowo zalezne. o

6. Wniosek (,nieréwnosé tréjkata w odwrotng strone”). Jedli [y, [, sq'cza,"_sé
i(l, &) 20, to Iy + 1, jest tez cxasowy oraz :

i+ L] = L] + |5

(gdzie |I| = (I, )*?), a rdwnosé zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy l; i I sq liﬁ
zalezne, B

Dowédd. Mamy
[l + B = |G+ 200, ) o+ [ 2 WP + 200l + 1B = (L] + )

Réwnoséé zachodzi tylko w przypadku, gdy (&, ) = | [iL).
Przydyskutujemy teraz interpretacje fizyczna tych faktéw.

7. ,Paradoks bliZzniat”. Wektory czasowe [y, 1y, dla ktdrych ({1, Is) > 0,
dziemy nazywaé jednakowo zorientowanymi w czasie. Ze stwierdzenia p. 5 wynik
2e spelniaja one (I}, Iz) > 0. Rozwazmy dwdch obserwatoréw — braci blifnial
jeden jest obserwatorem inercjalnym i porusza sie po swojej linii $wiata od punkt
0 do punktu I; + /3, podczas gdy drugi dociera do tego samego punktu, wycho
tez z punktu 0, ale poruszajac sie inercjalnie najpierw do /), a nastepnie od {
Iy + 13, natomiast w poblizu zera i |} musi postuzy¢ sie silnikami swojego poja:
kosmicznego, aby najpierw oddali¢ sie od brata, a potem do niego powrdcié. Zgo
nie z wnioskiem p. 6 czas wiasny podrézujacego bliZzniaka bedzie istotnie krétsz,
czasu, jaki zmierzy na swoim zegarze brat — dormator. :

8. Czynnik Lorentza. Jesli [}, [; sa czasowe 1 jednakowo zorientowane w ¢z

(I, &)
(L]

to na mocy stwierdzenia p. 5 = 1 i nie mozna te) wielkosci interpreto
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ko kosinus kata. Zeby wyjaénié jej znaczenie, znowu poszukamy odpowiedzi w jej
terpretacii fizyczne;.

: Zaldzmy, ze |ly| = |l2| = 1; w szczegdlnodei oznacza to, iz obserwator inercjalny 4
przetyl jednostke czasu wlasnego od chwili rozpoczecia pomiaru czasu. W punkcie
j-'przestrzeniq fizyczna, jednoczesnych zdarzen bedzie dla niego I; + (Rl;)*. Linia
wiata obserwatora Rl przecina wspomniang przestrzen w punkcie zl,, gdzie z
ozna wyznaczyé z warunku

(3332 o 11, 21) = 0,

o daje ¢ = (I, lo)™*. Interwal od ; do zl; ma typ przestrzenny — dla obserwatora
I, jest to odlegtodé, na jaka Rl oddalil sie od niego w jednostce czasu, czyli
wegledna predkosé Rly. Wynosi ona (trzeba uwzglednié, ze dla metryki w (Rl )t
qaledy zmienié znak!)

v = [—(mlz - 31, 3712 el ll)}llz =

= [—(aly = Iy, al)]/? = [~22(ly, L) + x(hy, B)M? = [~(h, b)~? + 112,

1
(b b) = =5

To jest stawny wspélczynnik Lorentza, kiéry jest takze czgsto zapisywany w po-
: 1

a0l — e
G V’l - 1)2/62

do predkosci swiatla, W szezegdlnosci

, jawnie wskazujacej na to, ze predkosci mierzymy w odniesieniu

.'j_ﬁ"momencie odmierzenia jednej jednostki czasu wlasnego przez pierwszego ob-
rwatora drugi z obserwatoréw znajdzie si¢ w jego fizycznej przestrzeni, natomiast
egar drugiego pokaze tylko uplyw /1 — v7? jednostek. Jest to ilodciowy opis tego
ektu ,zwolnienia zegaréw” dla poruszajacego sie obserwatora, ktéry przedyskuto-

alismy jakodciowo w poprzednim punkcie.

9. Katy euklidesowe. W przestrzeni {RIy)*, gdzie Iy jest wektorem czaso-
ym, obewigzuje geometria euklidesowa i iloczyn skalarny ma tam zwykle znacze-
ie. WprowadsZmy jeszcze dwa wektory czasowe Iy, l; o tej samej orientacji. Mozna
skonstruowad rzuty tych wektoréw na (Rlp)* i obliczyé kosinus kata miedzy nimi. Po-
ostawiamy czytelnikowi samodzielne przekonanie sie o tym, ze dla obserwatora Rl
n kat to kgt miedzy kierunkami, w kidrych w jego przestrzeni fizycznej oddalaja
Si¢ od niego obserwatorzy Rl; i Rly. Nie mo?na temu katowi nadawaé absolutnego
Ihaczenia — inny obserwator Rl wyznaczy inna jego wartosé.
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10. Cztery orientacje przestrzeni Minkowskiego. Niech {e;}, {e! },
i =0,...,3, bedy dwiema bazami ortonormalnymi w M: (eq, €0} = (ep, €}
(e, €;) = (e,, ef) = —1 dla7 = 1,...,3. Przez analogie do poprzedmch deﬁ'
nazwiemy je bazami jednakowo zomentowanymz, gdy jedna z nich mozna przepr
dzi¢ na druga za pomocy ciaglej rodziny izometrii fo M — M, 0<t < 1) f;
fi(e;) = el. Ponizsze dwa warunki jednakowego zorientowania baz sg w oczyw
sposdb komeczne

a) (e, €)) > 0. -

Rzeczywiscie, {eq, fi(es))? > 1 na mocy p. 5, a wiec znak {eo, fi(eo)) nie moz
zrnieniaé przy zmianie ¢, a (eo, foleo)) = 1. Wezesdnie] w takiej sytuacji méwi i$m
ze wektory eq, €) maja }ednakowac orientacje czasowa.

b) Wyznacznik odwzorowania rzutu ortogonalnego E Re; — 5_," Re;, zaplsa
w bazach {e:}, {e!}, jest dodatni. = _'
Rzeczywiscie, rzut }: Re; Z Rf.(e:) jest odwzorowaniem odwracalnym j
wszystkich wa.rtosc;acht bow przecanym przypadku welttor przestrzenny nalez
do Z Re; bylby ortogonalny do Z Rfi(e;) = (fileo))t, wiec proporqonaln_y

wektora czasowego fi(eo), co Jest n1emoz_hwe. Stad wynika, 2ze wyznacznaiki:
rzutéw majg dla wszystkich ¢ jednakowe znaki, a dla t = 0 wyznacznik jest dodatn

Pary baz majace wlasnosé¢ b) mozna by nazwaé bazami jednakowo zomenta
nymi przestrrzennie.

Odwrotnie, jesli dwie bazy ortonormalne w M maja jednakowe czasowe i p,
strzenne orientacie, to sg jednakowo zorientowane, tj. mozna jedna z nich przepr'é
dzié na drugy za pomoca ciaglej rodziny izometrii f;. Dla skonstruowania tych izo
tey + {1 —t)eg
fte + {1 —t)e] :
wektor fi{eg) jest czasowy, a kwadrat jego dlugodci jest réwny jeden dla wszyst:
0 <t < 1. Dalej jako filey, €3, e3) wybierzemy baze ortonormalng fi(eg)*, of:
mana przez ortogonalizacje Grama-Schmidta rzutu {e;,es, es} na fileg)*. O
wiscie elementy tak skonstruowane] bazy zaleza w sposdb ciggly od t. Jest jas
ze fi(eo) = ey, a {filer), filea), files)} i {€], €3, €} sa jednakowo zorientowal
bazami ortonormalnymi w (ef)*. Mozna przeprowadzi¢ jedna na druga za pom
ciaglej rodziny euklidesowych obrotdw w przestrzeni (e})* zachowujacych wekﬁ__
To korezy dowdd..

Oznaczymy przez A grupe Lorentza, tj. grupe izometril przestrzeni M, lu
czej grupe O(1,3). Dalej niech A+ oznacza podgrupe A zloiona z izometrii:
chowuj@cych orientacje pewnej bazy ortonormalnej, AL — podzbiér A odwz
wan zmieniajacych orientacje przestrzenna, lecz nie zmieniajacych orientacji ¢z
wei te] bazy, Al — podzbiér A odwzorowan zmieniajacych orientacie czasows,
nie przesirzenna tej bazy, AL — podzbiér A odwzorowar zmieniajacych orien
cje przestrzenna i czasowa wybranej bazy. Niettudno przekonaé sie, ze te podzbi

trii, okreslimy najpierw fi(eg) = 7 warunku (e, €5) > 1 wynlka.
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-niezalezne od wyboru wyjsciowej bazy. W ten sposéb wykazaliémy nastepujace
jerdzenie.

‘11. Twierdzenie. Grupa Lorentza jest sumgq czterech swoich sktadowych spdj-
dci, .

A = ALUATUALUAL,

dwzorowanie identycznoéciowe jest naturalnie elementem AE,. Nastepujacy wynik
it odpowiednikiem twierdzenia § 11, p. 12.

212, Twierdzenie. Zrealizujmy M jako przestrzed macierzy Grama metryk her-
mitowskich przestrzeni H wzgledem bazy {hy, ho}. Kaidej macierzy V € SL(2,C)
odpowiada odwzorowanie M w siebie, ktére przyporzqdkowuje macierzy I € M ma-
erz s{V){ okreslong wzorem

s(V)l = V'V,

Tok zdefiniowane odwzorowanie s jest surjekiywnym homomorfizmem SL(2,C) na
., a jego jgdrem jest {+E,}.

‘Dowdd. Jest oczywiste, ze s{(V)! jest liniowe wzgledem [ i zachowuje kwadraty
odleglosci — det(VV) = det I, Dlatego s(V)I € A. Poniewaz grupa SL(2,C) jest
ina, dowolny jej element mozna przeprowadzi¢ w sposdb ciagly w jedynke grupy,
pozostajac caly czas w obrebie SL(2,C) - przeksatalcenie Lorentza s(V') mozna
w 5poséb ciagly przeprowadzié w przeksztalcenie tossamodciowe, tak ze s(V) € Al.
Poniewaz s(id) = id i s(ViV,) = s(V1)s(V2), wiec s jest homomorfizmem grup. Jesli
VUV = | dla kazdego | € M, to w szczegdlnodci Vie,V = oy, gdzie oy = Ej, a
oy, 02, 03 Oznaczaja macierze Pauliego. Z warunku V!V = E, wynika unitarnoéé V,
wigc 2 kolei z warunkéw Vio,V = Vi (V1) = o; wynika, jak to wykazaliémy w
p. 12, § 11, e V = £ E,. W ten sposéb sprawdzilidmy, ze Kers = {+E,}.
 Pogostaje do wykazania surjektywnosé s. Niech f: M — M oznacza przeksztal-
cenie Lorentza nalezace do Al i przprowadzajace baze ortonormalna {e;} na {el}.
Odpowiadajace ep 1 ) metryki na H sg okreslone, bo znaki obydwu wartosci wla-
siych zardwno ep, jak i e} sa jednakowe, wobec detey = detel = 1. Dalej, z
(€0, €h} > 0 wynika, ze te metryki sa jednoczesnie obie dodatnio okreslone lub
obie ujemnie okreslone. Rzeczywiscie, widzielidémy powyzej, 2e laczacy je odcinek
teg + (1 — t)eg, 0 < t < 1, zawiera tylko wektory czasowe. Stad juz wynika istnienie
takiej macierzy V € SL(2,C), ze s(V) praeprowadza eq w e}, tj. e) = VieV, gdzie
utozsamilismy eo i €} z ich macierzami Grama. Jako ¥ mozemy bowiem obraé ma-
Clerz izometrii (H, ep) z (H,eh) — a priori jej wyznacznik méglby réwnad sie —1,
ale to byloby sprzeczne z mozliwoécia polaczenia V z Ey w SL(2, C) krzywa, clagla
oy gdzie ef = (V,)! foleo)V,, a f, oznacza odpowiadajaca kraywa w Ai.

.. Tak wigc s(V') przeprowadza ey na €. Pozostaje do pokazania, ze obrét eukli-
desowy przeprowadzajacy {s(V)er, s(V)ez, s(V)ea} na {e], €}, €4} moina otrzymad
Za pomocy takiego s(U), gdzie U € SL(2, C), ktére zachowuje ey. Mozemy przyjag,
Ze &y ma macierz oo w bazie {h;, hy}. Wtedy wystarcza znalezé¢ macierz unitarng U

B
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spelniajaca U(s(V)e;)U™! = ¢! dla ¢ = 1,2,3. Taka macierz istnieje na mocy ty
dzenia p. 12, § 11, bo obie bazy {s(V)e;} i {e/},1=1,2,3, w (e})* sa ortonormy;
i jednakowo zorientowane. Dowdd zakonczony.

13. Obroty euklidesowe i boosty. Niech e, €f beda dwoma jednakowg
rientowanymi wektorami czasowymi o dlugoéci jeden, Ly, L} — ich ortogonaln;
dopeinieniami. Istnieja standardowe przeksztalcenia Lorentza, przeprowadzajsc
w ef, ktore w literaturze fizycznej sa nazywane boostami. Dla eg = ) takie p
ksztalcenie jest tozsamodcia. Przy eq # €l sy one okreélone nastepujaco. Rozwas
plaszcayzne (LoNLi)*, ktdra zawiera oba wektory eg i e). Sygnatura. metryki M
kowskiego obcietej do niej jest réwna (1,1). Istnieje wiee para jednostkowych p
strzennych wektoréw ey, €} € (LoNLj)*t ortogonalnych do eg i ey odpowiednio: §
kane przeksztalcenie jest tozsamoscia na LoNLj i przeprowadza ep na €; i ) na

D . . o a ¢
Dla obliczenia wyrazéw macierzy przejicia {eg, €1} b d )= {eh, €1} zauwazy

najpierw, ze ¢ = (e, ef) = gdzie v jest predkoscia wzglednego oddalania

1
V1 —v?

od siebie obserwatordw odpowiadajacych eg i e odpowiednio. Co wiecel, macie

Grama {eg,e1} 1 {€}, €]} s4 réowne ( é __2 ), a stad otrzymujemy

a0 =1, ac—bd=0, ¢¥~d¥=-1,
2
uwage, e wyznacznik tego przeksztalcenia jest rowny jeden, otrzymujemy d =

¢ = b. Ostatecznie otrzymujemy macierz postaci

. : , . v . .
Znajac a, 2 pierwszego réwnania wyznaczamy b = \/T—_’ & nastepnie biorag ;

1

v

0 0
V1 =07 /1 —2?
V1—vt 1 -2
0 & 10
0 {0 g1

jako macierz boostu w bazie {eq, €1, €2, €3}, gdzie {¢;, e;} oznacza ortonormal na baz
LonL}. We wspdtrzednych czasoprzestrzennych mamy

zh 4 vz
Xy = St T =
/—”l_vza 1

Podmacierz stojaca w lewym géraym rogu mozna zapisaé jeszcze jako macierz ,ob

rotu hiperbolicznego”
coshé sinhd
sinh# coshé }’
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yznaczajqc # z warunkéw

ef +ef i . el +e? v
cosh f = 5 = sinh @ == 5 =
Ia danych dwdch jednakowo zorientowanych baz ortonormalnych {80,61,62,63}
{eh, €1, €5, €3} przeksztalcenie Lorentza przeprowadzajace jedna na drugs mozna
zedstawi¢ w postaci zlozenia boostu odwzorowujacego ep na efy z euklidesowym
rotem w (eh}*, ktéry przeprowadza na baze {e|, e}, €} obraz bazy {e1,es,e3},
pod dzialaniem boostu i nie zmienia ef.

14, Odbicia przestrzenne i czasowe. Dowolna tréjwymiarowa podprzestrzen.
'C M, na ktérej metryka Minkowskiego jest {anty)euklidesowa (tj. prosta L' jest
asowa) zadaje przeksztalcenie Lorentza, identycznosciowe na L i zmieniajace znak
na L1, Kazdy taki operator nazywa sie odbiciemn czasu.

. Dowolna tréjwymiarowa podprzestrzen L C M, na ktdrej sygnatura metryki
Minkowskiego jest (1,2) (tj. prosta L’ jest przestrzenna) takze okresla przeksztalce-
nie Lorentza, identycznosciowe na L i zmieniajace znak na L', Kaide przeksztalcenie
tego rodzaju nazywamy odbiciem przestrzennym.

= Jedli ustalié jakies odbicie czasowe T' i odbicie przestrzenne P, to wszystkie ele-
menty ze zbioréw AL, AT, Al mozna otrzymad, mnozac elementy z Af,_ przez T, P
‘PT, odpowiednio. .

§ 13. Przestrzenie symplektyczne

1. W tym paragrafie bedziemy rozwazal skonczenie wymiarowe przestrzenie
iniowe L nad cialem K charakterystyki # 2, wyposazone w niezdegenerowany,
antysymetryczny iloczyn skalarny [, ]:L x L — K. Nazywaé je bedziemy prre-
rzentami symplektycznymi. Przypomnijmy wlasnosci przestrzeni symplektycznych,
ktore byly juz wykazane w § 3.

. Wymiar przestrzeni symplektycznej jest liczba parzysta. Jesli wynosi on 27, to w
przestrzeni istnieje baza symplektyczna {er,... €] €rp1,. :., €2}, t]. baza 2z macierza
Grama postact

0 E
—E, 0

W szczegllnodei, kazde dwie przestrzenie symplektyczne tego samego wymiatu nad
tym samym cialem sa, izomorficzne.

. Podpraestized Ly C L nazywamy osobliwg, jesli obcigeie iloczynu skalarnego [, ]
":_._ldo nigj jest identycznodciowo réwne zeru.(!) Kazda podprzestrzen jednowymiarowa
]esa osobliwa.

_: (! ) W przypadku symplektycznym bardziej rozpowszechnione sa terminy: podpraestrzets serowa
= lub podpracstrzed izotropowa (prayp. tum.).
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2. Stwierdzenie. Niech L bedeie przestrzeniq. symplekiyczng o wymiarze
Ly C L — podprzestrzeniq osoblivg o wymiarze ri. Wiedyry <1 i jesli ry <p
Ly jest zawarte w podprzesirzeni osobliwej o maksymalnym mozliwym wymiary

Dowéd. Z zalozenia forma [, ] jest niezdegenerowana, wiec zadaje ona izomg
fizm L — L*, ktéry wektorowil € L przyporzadkewuje funkcjonal liniowy I’ [1,
Stad wynika, ze dla dowolnej podprzestrzeni L, C L mamy dim Lt = dim L-~di
(por.§ 7, czeé¢ 1). Jesli ponadto przestrzed L, jest osobliwa, to L; € L%, sk
ry = dim L, < dimL* = dimL — dim L, = 2r — ry, a wiec 7 < r. Rozwazmy ter:
obciecie formy [, | do L{. Ortogonalne dopelnienie Li wzgledem calej przestize
L ma zgodnie z powyzszym akapitem wymiar dim L — dim L+ = dim L;. Poniew,
L, jest takze zawarta w tym dopelnieniu, musi by¢ mu réwna. Z tego wynika, Ze
jest dokladnie jadrem obciecia [, | do Li. Praestrzen L{ ma baze symplektyczng

{61, cre 1 Crep Erepy b ds e €2 mry ) B rery JbEy s 00 COrory

w tym znaczeniu, jakie bylo stosowane w § 3, gdzie rozwaialismy takze przypéd:
przestrzeni zdegenerowanej. Macierzg Grama tej bazy jest

0 Ep_p | ©
"‘Er vy T". 0 0
0 0 0

Wymiar klatki zawierajacej macierz jednostkows, jest réwny —%—(dim L{ ~dim [,

7 ~71. Wektory e(,—r)a1s - - + s 20—y, TOZDIN2jg jadro formy na Ly, t]j. przestrzen Ly,
dolgczajac do nich np. wektory ey, .. ., €., , Otrzymamy r-wymiarowa podprzestr
vsobliwg zawierajaca L;. -

3. Stwierdzenie. Niech L bedzie przestrzeniq symplektyczng wymiaru 2r, Ly
L — r-wymiarowq podprzestrzeniq osobliwg. Wowezas istnieje take r-wymiarew,
podprzestrzed osobliwa Ly C L, 2¢e L = L@ Lo, a tloczyn skalarny indukuje iz
morfizm Ly — L3

Dowéd. Wykazemy nieco silniejsze stwierdzenie, wazne ze wzgledu na zastos
wania, a mianowicie pokazemy, ze taka podprzestrzed mozna wybraé sposréd sko
czonej liczby podprzestrzeni osobliwych zwiazanych z ustalong baza symplektyczn
{e1,.. . en;€rp1,- ,egr} w przestrzeni L.

Rzeczywiécie rozwazmy podzial zbioru {1,...,7} = JUJ na dwa rozlaczne p'(_)_d
zbiory. Wtedy podprzestrzen rozpieta przez r wektorow {e;, e,4; 11 € 1,7 € J} je
r-wymiarowg podprzestrzenia osobliwg w L, nazywang podprzestrzeniq wspdtrzg
nosciowq (wzgledem wybranej bazy). Oczywiscie w ten sposéb mozna zbudowaé 2
podprzestrzeni. Wykazemy, ze jako L, mozna wybraé jedna z nich.
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Oznaczmy przez M podprzestrzen rozpieta przez wektory {ei,...,e.} 1 niech
im{Ii N M) = 5,0 < s < r. Mozna znalesé taki podzbiér I C {1,...,r} zlo-
ony z 7 — & elementéw, ze [1NM jest transwersalna do podprzestrzeni N rozpigtej
rzez {€i | © € I} ti. LinNMNN = {0}. Istotnie, poniewaz zbiér {baza L;NM} U
€, --»€r} roZpina M, wiec baze¢ L[;NM mozna uzupelni¢ do bazy w M poprzez
3-‘dola,czeme r — s wektoréw wybranych sposréd {ey,...,e,}, na mocy stwierdzenia
210, § 2, czedel 1. Wskasniki odpowiadajace tym wektorom tworza, szukany zbidr
“ bowiem z LiNM + N = M wynika Ly N M NN = {0}.

© Przyjmijmy teraz J = {1,...,r}\ I, pokazemy, 2e podprzestrzen osobliwa L,
rozpieta przez {e;, e,4; | 1 € I, j € J} jest przestrzenia dopelniajaca do L;. Wystar-
7y sprawdzié, ze LiNL, = {0}. Rzeczywiscie, z dowodu stwierdzenia p. 2 wynika, ze
It = Ly, L} = Lo, Poniewaz LinM jest zawarte w Ly 1 N jest zawarte w Ly, zatem
‘suma M = LiNM + N jest ortogonalna do LiNL,. Poniewaz M jest podprzestrzenia,
psobliwg o wymiarze r, wiec M+ = M 1 LiNL; ¢ M. Ostatecznie,

LinLy = (LAM)N(LaNM) = (LAM)ON = {0},

: Odwzorowame hnlowe Ly -~ L} przyporzadkowuje wektorowi [ € Ly forme liniows
_ [l m] na L;. Jest to 1zom0rﬁzm co wynika z réwnoéci dimLy; = dimL* =
r'i tego, ze jego jadro jest zawarte w jadrze formy [ , |, ktéra z zalozenia jest
‘niezdegenerowana. W ten sposéb dowdd zostal zakofczony.

4. Wniosek. Kazde dwie pary wzajemnie dopelniajqcych podprzestrzeni osobli-
“wych przestrzeni L sq w niej jednakowe poloione: jesti L = Ly @ Ly = L @ L3, to
istnieje izometria f1L — L, taka ze f(Ly) = L} i f(L.) = L;

Dowdéd. Wybierzmy baze {e1,...,e,} w Ly i dwoisty baze {€,41,...,€2-} W Ly
‘wzgledem opisanego wyze] utozsamienia L} z L,. Jest oczywiste, ze {e1,...,e2.}
jest baza, symplektyczna w L. Utwdrzmy w analogiczny sposéb baze symplekiyezna
Aef, 0.0, eh, }, uzywajace rozkladu L = L} @ L. Wiedy odwzorowanie liniowe zdefi-
niowane przez f:e; s el, i =1,...,2r, jest szukanym izomorfizmern.

‘Z tego wniosku i stwierdzen p. p. 2, 3 wynika, ze kazde dwie podprzestrzenie
‘osobliwe w L o tym samym wymiarze mozna przeprowadzi¢ na siebie za pomoca,
“odpowiednie] izometrii.

. 5. Grupa symplektyczna. Zbidr wszystkich izometrii f: L — L przestrzeni
symplektycznej tworzy grupe. Zbior macierzy reprezentujacych elementy tej grupy
.w bazie symplektyczne {81, .., €2} nazywa sie grupg symplekiycang, a pr?y]mumc
2r = dim L, oznacza, sig jg przez Sp(2r, K). Warunek A € Sp(2r, K) jest rowno-
'Wazny z tym, by macierz Grama bazy {es, ..., ez } A hytaréwna I, = ( —(J}E %" ) ,
4. by AL, A = Iy, skad w szczegSlnosci wynika det A = +1. Nizej wykazemy, ze
W istocie det A = 1 (por. p. 11). Poniewaz 2, = —E,,, warunek powyzszy mozna
:__takze zapisaé w postaci A = —[.(AY) s, Stqd wynika
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6. Stwierdzenie. Wielomian charakterystyczny P(t) = det(tEs — A) maci
symplektycznej A jest zwrotny, t5. P(t) = t¥" P(t71). :

Dowdd. Korzystajac z tego, ze det A = 1, otrzymujemy

det(tEg,. e A) e det(tEg,- + Iz,-(Ai)wlfg-r) = det(thr - (At)—l) =
= det(tA! — Ep,) = t* det{t 7V B — AY) = % det(t“lEg,- - A)

7. Whniosek. Jesli K = R i A jest macierzq symplektyczng, to dla kazdej wa
todei wlasnej X macierzy A takie A1, X, A~! sq wartodciami wlasnymi A.

Dowdd. Poniewaz A jest nieosobliwa, wiec A # 01 P(A™}) = A" P(}A) =0,
poniewaz P ma wspélczynniki 1zeczywiste, wiec takze P(X) = P(}) = 0.
Sprzqzeme zespolone jest symetria wzgledem osi rzeczywistej, 2 odwzorowan
Ar> X7 jest symetria wzgledem okregu jednostkowego. Stad wynika, Ze zespolo:
wartodci whasne A wystepuja czwdrkami punktéw symetrycznych wzgledem osi 1z
czywiste] i okregu jednostkowego, natomiast rzeczywiste wartosci wlasne — param

8. Pfaffian, Niech K ¥ bedzie przestrzenis kartezjanska, A — niezdegenero%an
antysymetryczna macierza rzedu 2r nad K. lloczyn skalarny [7, 7] = *A7 w prz
strzeni K ?" jest niezdegenerowany i antysymetryczny. Wobec mozliwosci przejsc
od bazy wyijsciowej do bazy symplektycznej w K 7" istnieje taka macierz nieosobliw,
B, ze

skad wnioskujemy, Ze det A = (det B)?2. Widzimy wiec, ze wyznacznik kazdej maci
rzy antysymetrycznej jest pelnym kwadratem. To sugeruje, aby sprébowad wyzn.
czy¢ pierwiastek tego wyznacznika, ktory powinien by¢ uniwersalnym wielomiane
wyrazow macierzy A. Taka konstrukejg moZna rzeczywiscie wykonad.

9. Twierdzenie. Istnieje jedyny wiclomion wzglgdem wyrazdw antysymetryc
nej macierzy A o wspdlezynnikach catkowitych, PLA, taki 7e det A = (PfA)?

Pf( ~0E EO'” ) = 1. Wielomian ten, nazywany pfaffianem, spetnia réwnodé

Pi(B'AB) =det B-PfA
dla kazdej macierry B. (W przypadku char K # 0 wspdfczynniki Pf sq caikowiie:
tym sensie, 7e nalezq do prostego podciata ciala K, 4. sq sumami jednosci.)

Dowdéd. Rozwazmy r(2r — 1) zmiennych niezaleznych nad cialern K {a;; | 0
i < j < 2r} ioznaczmy przez K cialo funkeji wymiernych (itorazéw funkeji wielomi
nowych) zmiennych a;; o wspélezynnikach z prostege podciala ciala K. Okredlin
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ma,merz A = (a;;), przyjmujac a;; = —aj; dlai > j, ¢ = 0, a nastepnie zdefiniu-
jemy W przestrzem kartezjaniskiej X" niezdegenerowany antysymetryczny iloczyn
skalarﬂy F1AY. Jesli, tak jak powyzej, B jest macierza przejscia do bazy symplek-
ycznej, to otrzymamy jak poprzednio det A = (det B)2. A priori det B jest jedynie
funkcja wymierna od aj; o wspdtczynnikach z @ lub z podciala prostego skoriczone;
cha.rakterystyk1 Poniewasz jednak det A jest wielomianem o wspdlezynnikach calko-
wztyCh wiec jego pierwiastek kwadratowy takze musi miec calkowite wspoiczynmki
tu korzystamy z twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie na czynmkl w piericieniu
wielomianéw Za;;] lub F [a,J]) Znak v/det A jest jednoznacznie wyznaczony przez

za‘da,me, aby +/det T;, byl réwny jednosci.
 Qstatniej réwnosci 2 podanych w tezie twierdzenia dowodzimy w nastepujacy

poséb. Przede wszystkim B*AB jest antysymetryczna tak jak A, skad wynika
Pf?(B'AB) = det(B'AB) = (det B)® det A = (det BY*Pf?A

P{(B'AB) = & det BPf A.

:_'D’.I'a ustalenia znaku wystarczy wyznaczyé go w przypadku A = Iy, B = E,,, gdzie
_ réwno$é jest oczywidcie spelniona ze znakiem plus.

: 10. Przyklady.
0 [13] _
Pf( —ay, 0 ) = a3,

] ay2 13 Q14

—a 0 oz @
Pf 12 23 @24

= —dy2034 + G13d24 ~ A14023.
—i13 —az3 0 as

€14 —Oz4 —U34 0

= 11. Wniosek. Wyznacanik dowolnej macierzy symplektycenej jest réuny jedno-
i,

Dowdd. Z warunku A'Ly, A = I, 1 twierdzenia p. 9 wynika, ze

1 = Pf I, = Pf(A'I,A) = det A - Pf I,

- Ten wniosek wykorzystaliémy w dowodzie stwierdzenia p. 6.

12. Zaleznosci miedzy grupa ortogonalna, grupa unitarna a grupg sym-
“plektyczna. Niech R*" bedzie przestrzenia kartezjanska wyposazona w dwa ilo-
- czyny skalarne — euklidesowy { , ) i symplektyczny [, |:

(%,9) =2,

(2,4} = &L = (&, I ).
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Poniewaz 1§, = — Ea,, wiec operator I, zadaje na R* strukture zespolong (po
czgé¢ 1) z baza zespolona, {e; + ie,4; | j =.1,...,r}, kidra umozliwia zdefini
kermitowskiego iloczynu skalarnego za pomoca wzoru

(‘i"v ED = (fﬁ g) mz[f,?}']

(por. stwierdzenie § 6, p. 2).
Dla grup zdefiniowanych w terminach tych struktur mamy

U(ry=02r)nSp(2r) = GL(r,C)NSp(2r) == GL{r,C) ﬂ0(2}') .

Wyprowadzenie tych zwigzkéw pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie,

§ 14. Twierdzenie Witta i grupa Witta

1. W tym paragrafie przedstawimy rezultaty Witta dotyczace teorii sko
nie wymiarowych przestrzeni ortogonalnych nad dowolnymi cialami. Precyzuj
twierdzenie klasyfikacyjne z § 3 i moga by¢ uwagane za daleko idace uogdln
twierdzenia o bezwladnodci i pojecia sygnatury. Zaczniemy od wprowadzenia,
nych definicji i jak zazwyczaj bedziemy prazyjmowal, ze charakterystyka ma.ia._s
réw jest # 2.

Plaszcayang hiperboliczng nazywamy dwuwymiarows, przestrzen L z mezdegen
rowanym symetrycznym iloczynem skalarnym (, ), zawierajaca niezerowy. weki
osobliwy.

Przestrzenig hiperboliczng nazywamy przestrzen, ktéra ma rozklad na surme
sta wzajemnie ortogonalnych plaszezyzn hiperbolicznych.

Przestrzeniqg anizotropowq nazywamy przestrzen nie zawierajaca n;ezerowych
ktorow osobliwych. :

Przestrzenie anizotropowe nad cialem liczb liczb rzeczywistych maja sygna
(n,0) albo (0,n), gdzie n = dim L. Pokazerny teraz, ze przestrzenie hiperhc
moéna uwazad za uogdlnienie przestrzeni o sygnaturze (m,m). '

2. Lemat. W plaszczysnie hiperbolicznej zawsze mozna znale#d baze {ef;¢

0 ) i baze {e1, €2} 2 macierzg Grama ( 01

macierzq Grama ( 1 10

0 -1

Dowdd. Niech I € L, (I, 1) = 0. Jesli ; € L nie jest proporcionalny do’
{hi, 1) # 0, bo L jest niezdegenerowana, Mozemy przyjaé, ze ({1, [) = 1. Zdefiniu
e1 =1, ea = I} — (I, h}I. Wéwezas (e1, €1) = (&g, €2) = 0, (&1, €2) = 1. Przyjn
dalej ¢f = L(ey+e3), e = 1(e1—eg). Wtedy (e}, €}) = 1, (¢}, €}) = —1, (e;,'eg)'
To dowodzi lematu,

Baze {e1, ez} bedziemy nazywaé bazq hiperbolicang. Analogicznie, w przy
ogodlnej przestrzeni hiperboliczne} bazq hiperboliczng bedziemy nazywad baze

cierzy Grama zlozonej z blokdéw rozmieszczonych wzdiuz gléwnej diagos

01
10
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3. Lemat. Niech Lo C L bedzie podprzestrzeniq osobliwg niezdegenerowanej
étrzem ortogonalnej L, a {er,...,en} — bazg w Lo. Wowezas istniejq takie
€ L, Ze {e1,el,..., €, en} jest bazg hiperboliczng swej powioki

1j3owéd. Powloke liniows, {e3,. .., en} oznaczmy przez L. Poniewas I; jest ci-
aWa,rfsa. w Lo, wigc Li jest écisle zawarta w L3 na mocy niezdegenerowania L.
he! C Ly \ Lg. Wtedy (ef, el) 0 dlai > 2 ale (¢f, 1) # 0, przy czym
przyiaé, ze (el, e1) = 1, bo &f nie gest proporc;onalny do e;. Podobnie jak
owodzie lematu p. 2 przyjmiemy e = eff — 1(e}, ef)er. Zatem {ei, e;} jest baza
perbohcznq swej powloki liniowej. Jej ortogona.}ne dopelnienie jest niezdegene-
wane 1 zawiera podprzestrzen osobliwg rozpigta przez {es,.. .yem}. Do tej pary
przestrzeni mozna zastosowal analogiczne rozumowanie, ta.k ze dowdd bedzie
z’iczony po uzyciu indukcji wzgledem m.

4" Twnerdzenle (Witt). Niech L bedzie niezdegenerowang, skortczenie wymia-
q preestrzeniq ortogonalng, L', L" C L — dwiema izometrycznymi podprzestrze-
ami. Wiedy kaidg izometrig f': L' — L” mozna przediuiyé do izometrii f1 L — L
junej f' na L.

Dowéd. Rogwazymy kolejno kilka mozliwosci.
) L' = L" i obie przestrzenie sq niezdegenerowane. Wtedy L = L' @(L)* i
na przyja¢ f = f' @ idpny..
b) L # LV, dim L' = dim L” =1 i obie przestrzenie sq niezdegenerowane. Izome-
ie f': L' — L" mozna przedtuzy¢ do izometrii f*: L' + L" — L/ + L, przyjmujac
)= fi)ydlale L', f/(1y = (f)"Y()ydlal € L". Jedli L' + " jest niezdegenero-
ana, to f przediuza sig do f tak jak w poprzednim przypadku. Jesli L' + L” jest
egenerowana to jadro iloczynu skalarnego na L' 4 L” jest jednowymiarowe, Niech
Tozpina to jadro, a e; rozpina L. W dopelnieniu ortogonalnym do e; wzgledem L
ajdzmy taki wektor e}, e {ey, ¢} } jest baza hiperboliczna swojej powloki liniowej.
aki wektor istnieje na podstawie lematu p. 3. Pokazemy teraz, ze podprzestrzer:
ozpigta przez {ey, e}, e} jest niezdegenerowana, a izometrig f': L” — L” mozna
zedtuzy¢ do izometrii f: Lo ~+ Lo. W tej sytuacji mozna juz bedzie zastosowad
ik punktu a).
Niezdegenerowanie Lo wynika stad, e macierza Grama ukladu {e;, €}, es} Jest

0 1 0
10 0 s
00 (ela 32)

(e2,e2) # 0. W celu przediuzenia f! zauwazymy najpierw, ze ortogonalne uzu-
tenie do f'(e;) w Lo jest dwuwymiarowe, niezdegenerowane i zawiera wektor
0 liwy e;. Jest ono wiec plaszczyzna hiperboliczna, podobnie jak i ortogonalne
Upelnienie do ey w Lo. Z lematu p. 2 wynika istnienie izometrii drugiej z wy-
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- mienionych plaszczyzn na pierwsza,. Suma prosta tej izometrii z f' jest szu
przediuzeniem. -
¢} dimlZ' = dimZ” > 11 L', L” sq niezdegenerowane. Przeprowadzim
dukcie wzgledem dim L'. Poniewaz L’ zawiera baze ortogonalna, istnieje roj
L' = L} @ L}, na ortogonalna sume prosta podprzestrzeni niezerowego wy:
Poniewaz f’ jest izometria, zatem L” = LY@ L}, gdzie LY = f'(L)), a sum
tez ortogonalna. Na mocy zalozenia indukcyjnego obcigcie f' do L'I przedhiz'_
do izometrii f{: L — L, ktdra przeprowadza (L) D L} na (I{)t O L. Stos
jeszcze raz zalozenie indukcyjne, wnioskujemy o istnieniu izometrii (L} ) z (L
ktdra na L} jest réwna obcigciu f’. Rozszerzajac je o obcigcie f’ do L) otrzymu;
szukana, izometrie. :
d) I’ jest zdegenerowana, Sprowadzimy ten przypadek do omomonego W
Niech L C L’ oznacza jadro obciecia metryki do L/, Wybierajac baz@ (_)rt
nalna w L' mozemy skonstruowaé rozklad ortogonalny L' = L)@ L) z nie
generowanym [, W ortogonalnym dopeinaemu do Lj wzglf;dem L mozna,,
sujac lemat p. 3, wybrac taka podprzestrzen LG, dla ktorej suma Lo € L}
bedzie suma prosta, a przestrzed L'o@ L) bedzie przestrzenia hiperboliczn
szezegolnosel L'o® L} @ L), bedzie niezdegenerowana. Analogicznie skonstruuj
L"@® LY @ LY dla przestrzeni L”. Jest jasne, ze izometrig f': L' — L" moina
szerzy¢ do izometrii tych ortogonalnych sum prostych, bo wszystkie przestrz
hiperboliczne jednakowych wymiardw sa izometryczne. Mozliwosé dalszego roz
rzenia wynika teraz z praypadku a). Twierdzenie zostalo wykazane

8. Whniosek. Niech Ly, Ly bedq izometrycznymi przestrzeniami nz'ezdeée
wanymi, ¢ L}, L, — izometrycznymi podprzestrzeniams. Wowczas ich ortogona!
dopeimema (LD, (LAY sq tekze izomelryeane.

6, Wnlosek Niech L bedzie praestrzeniq orlogonalng mezdegenerowana; _'W
czas kaida podpraestrzen osobliwa zawiera sig w maksymalnej podprzestrzeni

wef, o dlo kazdych dwdch maksymalnych podprzesirzent osobliwych L', L' istn
izometrie fi L — L odwzorowujgen L' ne L.

Dowdd. Pierwsza czedc jest oczywiscie prawdziwa. Dla dowodu drugiej zaloz
zedim [/ < dim L”. Dowolna injekcja lintowa f*: [/ — L" jest izometria L' 2 jejc
zem Im f' i dlatego mozna jg przedtuzyé do ometrit f: L — L. Wiedy L' < f~1{
a f7Y(L") jest osobliwa. Poniewaz L' jest maksymalna, dim L/ = dim f~}(L"
dim L”. :

7. Wniosek. Dla kazdej przestrzeni ortogonulne; istnicje rozkiad na ortogon
sumg prostq Lo @ Ly @ Ly, gdzie Ly jest osobliwa, Ly - hiperboliczna, Lq
zotropowa. Dla kaidych dwdch takich rozkluddw isinicje zomelria f: L — L,
prowadzajgea jeden rozkiad w drugi,

Dowod. Jako Ly wezmiemy jadro iloczynu skalarncgo i rozlozymy L w
prosta, L = Lo L,. Wybierzemy w L; maksymalng podpraestraen osobliwg i
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My jaw podprzestrzen hiperboliczng o podwojonym wymiarze, tak jak w lemacie
o . Jako Ly wezmiemy dopelnienie ortogonalne do L; wzgledem I; — nie za-
zera» ono wektoréw osobliwych, w przeciwnym przypadku bowiem mozna byloby
aki wektor dolaczyd do znalezionej na poczatku przestrzeni osobliwej, przeczac jej
sksymalnodci. To dowodzi istnienia takiego rozkltadu.

Odwrotnie, dla kazdego takiego rozkladu Lo@ Ly @ Ls podprzestrzen Ly jest
a;ém iloczynu skalarnego. Ponadto, maksymalna podprzestrzen osobliwa w. L
_‘3654; jednoczesnie maksymalna osobliwa podprzes’crzenxq w L, Ly, a wiec jej wy-
iar jest wyznaczony jednoznacznie. To oznacza, ze dla dwéch takich rozkladéw
Lo®LL® Lai Lo L}, B L istnieje izometria przeprowadzajqca Lona Lyi Ly na

i, Na mocy twierdzenia Witta mozna ja rozszerzy¢ przez izometrie Ly na Ly, co

dczy dowdd. Nazwiemy Ly czgsciq anizotropowg przestrzeni I — jest ona wyzna-
'('ma. z doktadnoscia do izometrii.
. Ten wniosek jest uogdlnieniem zasady bezwladnoéci na przypadek dowolnego
a!é. skalaréw, sprowadzajacym klasyfikacje przestrzeni ortogonalnych do klasyfi-
_ka;cp przestrzem anizotropowych lub, w jezyku form kwadratowych, do klasyfikacji
 nie reprezentujgeych zera, dla ktorych z ¢(!) = 0, wynika, ze [ = 0.

. Grupa Witta. Niech K oznacza cialo skalaréw. Oznaczmy przez W(K)
ior klas izometrycznych anizotropowych przestrzeni ortogonalnych nad cialem K,
dola,czona‘ klasg, przestrzeni zerowej. W zbiorze W({K') wprowadzimy nastepujaca
operacje dodawania: jeshi Ly, L, s3 dwiema przestrzen1am1 amzotropowym: 1L4], [L2]
= ich klasami w W(K), to [L1] + [L,] bedzie oznaczaé klase czedci anizotropowej
przestrzeni Ly @ L, (jest to zewnetrzna ortogonalna suma prosta).

' "Niétmdno sprawdzié, #e definicja jest poprawna. Co wiecej, to dzialanie jest
_qczne, a klasa przestrzeni zerowej jest elementem neutralnym (zerowym) dla tego
dzialania. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

9. Twierdzenie. a) W{K) wraz z wprowadzonym powyiej dziataniem dodawania
st grupg abelowq, nazywang grupg Witta ciata K.

'b) Oznaczmy przez L, jednowymiarowq przestrzen kartezjarskq nad K 7z ilo-
ynem skalarnym axy, gdzie a € K\ {0}. Wéwczas [L,) zalezy tylko od warstwy
a(K*)?, a elementy (L.) sq ukledem generatoréw grupy W(K).

‘Dowdd. Pozostaje nam sprawdzié, se dla kazdego elementu W(K) istnieje ele-
ent odwrotny. Obierzmy w tym celu przestrzen an:zotropowa, L z metryka, ktdra

bazae ortogonalne] {ey,...,e,} jest dana przez forme 2 a;2?. Oznaczajac przez L
i=1

zestrzen L z metryka - E a;z? wykazemy, ze przestrzet L €D L jest hiperboliczna,
Bkacd wymka (L]+[1) = [D] w W(K). Rzeczywiscie, metryka w L @ L jest dana przez
-fﬁrmq }: ai{z? — y?). Plaszczyzna z metryka a(z — y?) jest oczywiscie hiperboliczna,

50. forma Jest niezdegenerowana i wektor (1, 1) jest osobliwy. Ten fakt, ze [L ] za-~
y ‘tylko od a( K*)?, zostal sprawdzony w p. 7 § 2. Poza tym, kazda n-wymiarowa
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przestrzen ortogonalna rozklada sig na ortogonalng sume prosta, jednowymiaro _
przestrzeni typu L, co koficzy dowdd. »

§15. Algebry Clifforda

1. Algebrg nad cialem K bedziemy nazywac pierécient taczny z jednodcig:
wierajacy cialo K itaki, ze K jest zawarte w centrum A, tj. komutuje ze wszyét
elementami A. W szczegolnosm A jest przestrzenig, hmowq nad K.

Rozwazmy skonczenie wymiarows przestrzen ortogonalng L z metryka, g. i
paragrafie zbudujemy algebre C(L) i wlozenie p: L — C'(L) liniowe nad K, ze
kazdego | € L bedzie spelniony warunek -

1) = g(l,1)- 1,

tj. kwadrat skalarny kazdego wektora z L bedzie mozna otrzymaé jako jego
drat wzgledem mnozenia w C{L). Ponadto, elementy p(L) beda multyplikatyin
generatorami C{L}, tj. kazdy element z C(L) mozna bedzie zapisaé jako ko
nacje liniowa (nieprzemiennych) jednomianéw wzgledem elementéw p(L). Alge
C(L) (wraz z odwzorowaniem p) o takich wlasnosciach nazywa si¢ algebrq Clz_ﬁ’_
przestrzeni L. .

2. Twierdzenie. a) Dla kazdej skoriczenic wymiarowej przestrzeni ortogona

L istnieje algebra Clifforda C(L) i jej wymiar nad K jest réwny 2%, gdzie n = dir
b) Niech o: L — D bedzie takim odwzorowaniem liniowym nad K przestrze

w algebre D nad K, dla ktdrego o{1)? = g(I,1}1 dla kaidegol € L. Wowczas istn
Jjedyny homomorfizm algebr nad K r:C(L) — D, taki Zeoc =r0p. W szczegoln
C{L} jst wyznaczona jednoznacinie z dokladnoselq do izomorfizmu.

Dowdd. a) Wybierzmy w L baze ortogonalna {e;,... e}, {&;, &) = a
mocy definicji w C'(L) sg spelnione relacje -

ple) = ai,  pleple;) = ~plej)ple), 14 7.

Druga z nich otrzymujemy, zauwazajac, ze [p(e; + €;)]* = ple:)® + plei)ple;
plejiple) + ple;)* = ple)® + ple;)*. Mosemy wyrazi¢ elementy Iy, ..., ln € L]
kombinacje liniowe elementdéw bazy {e;} i, korzystajac z tego, Ze mnozenie w C(L
jest K-liniowe wzgledem kazdego z czynnikéw {co wynika z faktu, ze K jest zaw.
w centrum}, dowolny iloczyn p(l;)-- - p(l) mozemy zapisaé¢ w postaci kombinacj
niowej jednomiandw wzgledem p(e;). Zamieniajac p(e;)? na a;, a plei)p(e;) dla i
na —p(e;)p(e:), mozemy sprowadzi¢ dowolny jednomian do postaci ap(e;) - p{
gdzie ¢ € K, iy < i3 < ... < iy. Innych relacji miedzy tymi elementami nie m
Iiczba jednomiandw p(e;}- - p(e;) wynosi 2™ (wlaczajac trywialny jednomian 1 p

=0).

Strategxa dowodu polega na udcileniu przez bardzie] formalna, argumentaq@ 6
naprowadzajacych rozwazas.
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W tym celu kazdemu podzbiorowi § C {1,...,n} przyporzqdkujemy symbol eg
ktory nastepnie zinterpretujemy jako iloczyn p(e yooeples), jesli § = {31,...,in},
& .. < in); przyjmiemy takie eg = 1 {0 oznacza zblor pusty). Oznaczymy przez
(L) przestrzen liniows nad K z baza {es}. Wprowadzimy mnozenie w C{L) za
'omoca, nastepuiacej konstrukeji. Jesli 1 < s, £ < n, to okredlimy

I, dlas<t,
(s:8) = { -1, dlas >t

Ia, dwdch podzbiordw S, T C {1,...,n} przyjmiemy

a(S, 1) = H(s, t) H a;,

sES H:=N1av
tET
dzse, przypomnljmy, a;. = gle;, e;). (Przyjmujemy, ze iloczyny z pustym zbio-

‘indekséw sa réwne jednosci.) I wreszcie, iloczyn kombinacji liniowych ¥ ages,
EbTeT € C(L); as,br e K okreshmy wzorem

Zases (Z bTeT Zasbra(S T)esVT,

.__gézié przez SVI = (SUT) \ (SNT) oznaczylismy réinice symetryczng zbioréw S,
T Trywialnie sprawdzamy wszystkie aksjomaty algebry nad K, z wyjatkiem lacz-
osci mnozenia. Ten ostatni wystarczy sprawdzié dla elementéw bazy, tj. wystarczy
iykazad tozsamosdé

(8561‘)83 = 65(6’1‘6}2).

oniewaz eser = a{S, T)esvy, wiec otrzymujemy

(eser)er = a(S, T)a(SVT, R)e(svryva,
65(8]‘63) a G(S, TVR)&(T, R)ﬁ.S‘V(TVR)-

..i_e:trucino sprawdzic, ze
_"__(SVT)VR = SV(TVR) = {(SUTUR) \ [(SNT)U(SNR)U(TNR) JU(SNTNR).

P_bzostaje wiec przekonad sie o réwnosci czynnikdw skalarnych. O ich znakach decy-
uje czynnik (S, T)a(SVT, R} postaci

G0 I (uwr).

15 I

Przyjmujac, e u w drugim iloczynie przebiega najpierw wszystkie elementy 5, a na-
epbnie wszystkie elementy T (przy ustalonym r), wprowadzimy dodatkowe czynniki
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(u,7)?, ktore sg réwne jednoéci«dla v € SNT, a wiec ten ,znak” mozemy za;ii_s_a
takiej postaci, ktéra zalezy w sposdéb symetryczny od S, T, R: :

TL(s, &) TT (s ) TL (s )

©® & &
W analogiczny sposéh otrzymamy ten sam rezuitat dla znaku odnoszadcego sig do
czynu a5, TV R)a(T, R). Pozostajs, wiec do zbadania czynniki zawierajace i(wa,
skalarne ¢;. Dla a(8, T)a(SVT, R) maja one postad

H a4; H aq.

ieSNT  je(SVTINR

Jednakze (SVIT)NR = (SNR)V(T'NR), (SNT') ma puste przeciecie z tym zbi
a (S’ NTYU{SNR)V(TNR)] sklada sie z tych elementéw SUTUR, ktdre sg zawait
wiecej niZ jednym z tych trzech zbioréw. Diatego nasz czynnik zalezy w sposob:
metryczny od S, T, R. Analogiczne rozumowanie prowadzi do tego samego rezult
dla rozwazanej czesci wspdlezynnika a(S, TV R)a(T, B}, co koficzy dowdd laczn
mnozenia w C(L). o
Zdefiniujmy teraz odwzorowanie liniowe nad K p: L — C(L), prayjmujac p
e;. Zgodnie ze wzorami opisujacymi mnozenie w C{L), element eg jest jednosc
C(L), a ponadto _ L
aeg dlat =7,
pleiples) = eie; = { —e;e;  dlai s g,

Zatem {p, C(L)) jest algebrg Clifforda dla L.

b) Ostatnia czesé tezy dowodzona jest w sposéb formainy. Niech o: I — D be
odwzorowaniem liniowym nad K spelniajacym o(1)* = g(l,!) - 1. Istnieje jed
odwzorowanie liniowe nad K, 7: C(L)} — D, ktére dla elementéw bazy jest okreslon
wzorermn

T(€itin) = ole) - 0(ein);
T(eq) =

Spetnia ono 70 p = &, poniewaz réwnoéé ta jest spetniona dla elementéw bazy w
Wreszcie T jest homomorfizmem algebr, gdyz

r{eser) = T(atS, Tesvr) = of S, T)r{esvr),

i nietrudno sprawdzié, ze T{es)7(er) mozna sprowadzié do tej samej postaci, korzy
stajac z zaleznosdcei

pled)’ = ai,  pledple;) = ~ples)ales), 4.

To kofczy dowdd.
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-8. Przyklady. a) Niech L oznacza dwuwymiarowsa plaszczyzng rzeczywista z
metryka —(z* 4+ y?). Baza algebry Clifforda C(L) jest zbidr (1, €1, ez, e1€2), ktdrego
olementy spelniaja relacje multyplikatywne

e = el = 1, erer = egeg.

Nietrudno sprawdzic, ze odwzorowanie C(L} — H: 1 — 1,e1 -+ 2, €3+ J, €183 — K
wyznacza izomorfizm C(L) z algebrg kwaterniondw H.

' b) Niech L bedzie przestrzeni liniows z metryks zerowq. Algebra C(L) jest w
tym przypadku generowana przez elementy {es,...,e,} i relacje

2 _ . .
e’ =0, eej=—ee, "przyi# i

Nazywamy ja algebrq zewnglrzng lub algebrq Grassmanna przestrzeni liniowej L.
Wrécimy do niej w czesci 4.
“¢) Niech L = M bedzie kompleksyfikacja przestrzeni Minkowskiego z metryka,

3
- Z x? wzgledem bazy ortonormalne] {e;} w M, bedacej jednoczednie baza

ME. Wykazemy, se algebra Clifforda C(M€) jest izomorficzna z algebra macierzy
zespoionych 4 x 4, W tym celu rozwazymy macierze Diraca zapisane w postaci

blokowej:
| _foo O (0 crj) .
70"“(0 _0'0), 7_7_(____0.:,: 0 3 "‘11233'

POS}uguJQC sie wlasnodciami macierzy Pauliego o;, nietrudno sprawdzic, ze -y; spel-
ntag@ te same relacje w algebrze macierzy My(C), co p(e;) w algebrze C(ME):

tuta] oczywiscie 1 = B,) oraz
Vyi k=0 dla g # .

To znaczy, ze liniowe nad C odwzorowanie o: M® — M,(C) indukuje homomorfizm
lgebr 7: C(MC) — My(C) spelniajacy 7 o p(e;} = 4. Bezposrednim rachunkiem
mozna sprawdzié, ze odwzorowanie 7 jest surjektywne, a poniewaz obie algebry nad
C sa szesnastowymiarowe, wiec stad wynika, ze 7 jest izomorfizmem.







Cz(gs’c 3.

Geometria afiniczna i rzutowa

§ 1. Przestrzenie afiniczne, odwzorowania aﬁmczne
i wspolrzedne afiniczne

1. Definicja. Przestrzeniq afiniczng nad cialem K nazywamy tréjke (A, L, +)
kiadajqccg sig z przestrzeni liniowej L nad cialem K, zbioru A, kidrego elementy
nezywamy punktami, oraz zewngtrznej operacji dwuargumentowej A x L — A
a,l) — a -+, spelniajqcej nastepujoce aksjomaty:
“a)(a+D+m=a+{{+m)dla kaidycha € A, ,m € I;

b) a-+0=a dla kezdegoac A;

¢) dia dowolnych dwdch punktow a, be A zstmeje jedyny wektor 1 € L, taki Ze
'}a+l

2. Przyklad. Tréjka (L, L, +), gdzie L jest przestrzenia liniowa, a operacja -+
est dodawaniem w L, jest przestrzenig afiniczna. W tej sytuacji wygodnie mowic,
e ta tréjka zadaje strukture afiniczng w przestrzeni liniowej L. Przyklad ten jest
:ypowy — zobaczymy péiniej, se kazda przestrzen afiniczna jest izomorficzna z
_-przestrzema‘ te] postaci.

‘3. Term}nologla. Bedziemy cz:qsto nazywaé przestrzenia afiniczng pare (A, L)
bo po prostu A, opuszczajac jawne wskazanie dzialania +. Przestrzen liniowa L
-Nazywamy stowarzyszong z przestrzenia afiniczna A. Odwzorowanie A — A :a —
‘& +1 nazywamy przesunigeiem o wektor [, Poniewaz wygodnie mieé do dyspozycii
specjalne oznaczenie dla tego odwzorowania, bedziemy je oznaczaé przez ¢, a takie
- bedziemy pisad @ — I zamiast t.;(a) lub a + (=1).

: 4. Stwierdzenie, Odwzorowanie [ - 1, jest injektywnym homomorfizmem grupy
ddytywnej przestrzeni L w grupe permutacji punktdw preestrzeni afinicanés A lub,
naczej, wyznacza efektywne dziatanie L na A. To dziatanie jest tranzytyuwne, tj. dla
aidej pary punktdw a,b € A istnieje takie | € L, e ti{a) = b. \

.. Odwrotnie, zadanie tranzytywnego i efekiywnego dziatania grupy L na zbiorze A
- wprowadza na A strukture przestrzeni afinicznej zwigzanej z przestrzeniq L.

" Dowdd. Z aksjomatéw a) i b) wynika, e dla dowolnych { € Li a € A réwnanie
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ti(z) = a ma rogwigzanie ¢ = a + (), i wobec tego kaide #; jest surjektyy
Jesli ti(a) = ti(b), to wyznaczajac na podstawie aksjomatu c) taki wektor m ¢
= a + m, dostajemy a + 1= (a+m)+!= (a+1)-+m: Poniewaz a + { = (¢ £
na podstawie warunku jednoznacznodci aksjomatu ¢) wnioskujemy, ze m = 0
a = b. Dlatego wszystkie #; sq injektywne.
Aksjomat a) oznacza, ze ¥ ¢ by = lipm, a aksjomat b) — Ze fo = id4 Dp
tego odwzorowanie [+ #; jest homomorfizmem grupy L w grupe bijekeji A n
Z aksjomatéw b} i ¢) wynika, e jadro tego homomorfizmu jest zerowe.
Odwrotnie, niech L x A — A: (I,a) — o + ! eznacza efektywne i tranzyty
dzialanie L na A. Wéwczas aksjomaty a) i b) otrzymuje sie wprost z definic
aksjomat ¢} z polaczenia warunkow efektywnosci i tranzytywnodcei dzialania. .

5. Uwaga. Informacje o dzialaniach grup (niekoniecznie abelowych) na zbl'o
mozna znalezé we Wstepie do algebry, § 2, rozdz. 7. Zbidr, na ktérym grupa ds
tranzytywnie i efektywnie nazywa sie gldwng przestrzenig jednorodng tej grupy

Zwrdémy uwage na to, ze w aksjomatach przestrzeni afiniczne) nie pojaw
nigdzie w jawny sposéb dzialanie mnozenia przez skalary w L. Wystapi ono dopie
przy okre$leniu odwzorowan afinicznych oraz barycentrycznych kombinacii purkd
przestrzeni A. Ale najpierw kilka sléw o formalizmie.

6. Reguly rachunkowe. Ten jedyny wektor [ € L, dla ktdrego b= a4{ vi:y
nie bedzie oznaczy¢ przez b—a. Tak okreslona operacia ,,zewnqtrznego ode;mow
Ax A — L: {ba)— b— a ma nastepujace wlasnosci:

a) {c—b)+ (b~ a) = c—a dla wszystkich a, b, ¢ € A; dodawanie po lewej str
3est dodawaniem w L. )

Rzeczywiscie, niech ¢ = b+ 1, b = a + m, wowczas ¢ = a + {[ + m),t
c—a=1+m={c~b+(b—a)

b} ¢ —a =0 dla kazdego a € A.

¢ (a4 1)~ (b+m)=(a~b)+ (I —m) dla kazdych a,b € A, [,m € L.

W istocie, wystarczy sprawdzié, ze (b-+ m)+ (a — b} + ({ = m) = e+
" b4 (a—b) = a, a to jest okresleniem a — b. E

W ogdlnosci uzycie znakéw « dla rozmaitych operacji L x L — L, A x L
A x A — L podlega nastepujacym formalnym zasadom. Wyrazenie +a; £ ap
G + 1y + -+ 1, dla aj € A, I € L ma sens, jedli m jest parzyste i wszystk
mozna polaczyé w pary postaci ¢; — a; albo m jest nieparzyste 1 wszystkie pun
poza jednym wystepujacym w tym wyrazeniu ze znakiem +, mo#na polaczyé w t
pary. W pierwszym przypadku suma nalezy do L, a w drugim — do A. Poz
zalezy ona od swych skladnikéw lacznie i przemiennie — np. @y — ay 4+ ['mi
obliczyé albo jako (a; = az) + {, albo {ay + {) ~ a3, albo a; — (Ctg - 1). Pozwoi
sobie na pisanie zaréwno a + {, jak tez { + a.

Dowodzi¢ tej zasady w pelne} ogolnosci nie hedziemy. Za kazdym razem,
bedziemy sig nig postugiwaé, czytelnik bedzie mégl bez trudnoéci rozhié potrze
rachunki na serie elementarnych krokdw, z ktdrych kazdy da sig sprowadzié do
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osowania jednego z aksjomatow lub wzoréw a) — ¢} wymienionych na poczatku
go punktu

i Zauwa,zymy, 7e suma a + b dla ¢, b € A na ogdl nie ma sensu, podobnie jak
ymzeme za, gdzie z € K (wyjadtek A = L). Niemniej jednak ponizej nadamy
dnoznaczne znaczenie wyrazeniu fa + 3b (ale nie jego skladnikom!).

[ntuicyjnie mozna wyobrazaé sobie przestrzen afiniczng (A, L, +) jako przestrzen
niowa L z ,zatartym” poczatkiem ukladu wspolrzednych 0. Pozostaly jedynie ope-
:'c}e przesuniecia o wektory L, skladania przesunied i mnozenia wektora przesuniecia
przez skalar.

7. Odwzorowania afiniczne. Niech (Ay, L), (A2, L,) beds dwiema przestrze-
jami afinicznyrmi nad tym samym cialem K. Qdwzorowaniem afiniczno-liniowym
b prosciej afinicznym pierwszej z nich w druga nazwiemy parg odwzorowan (f, D f),
dzie f: A1 — Ag, Df: Ly — Ly, spelniajacych nastepujace warunki:
""a} Df jest odwzorowaniem liniowym;

“b) dla dowolnych dy, a2 € A mamy

fla1) — flaz) = Df(ar — az).

Qﬁa wyrazenia nalezg do Ly.)

“ Df nazywamy czesciq liniowq odwzorowania aﬁnicznego f. Poniewaz a4 — a2
pfzeblega wszystkie wektory Ly, kiedy ay, a; € Ay, wiec czeéé liniowa D f jest wyzna-
‘czona przez f jednoznacznie. To pozwala na oznaczanie odwzorowania aﬁmcznego
retko przez fi Ay — A.

- 8. Przyklady. a) Dowolne odwzorowanie liniowe f: L; — Ly indukuje odwzo-
wanie afinicane przestrzeni (Ly, Ly, +) = (La, Lo, +). W tym przypadku Df = f.
-:b) Dowolne przesuniecie ;: A —+ A jest afiniczne i D{#;} = id. Rzeczywiicie,

ti{a1) — ti{az) = (as + ) = {az + 1) = a; — a,.

“c) Jedli f: Ay — A, jest odwzorowaniem afinicznym i ! € Lo, to odwzorowame
;.o“f Ay — Ay jest tez afiniczne i D(t; o f) = D(f). W istocie,

f.{Of(al) —ti0 f(az) = (flar) +1) — (f(az) + 1) = flar) — flaz) = Df (a1 ~ ap).

+d) Funkcje afiniczna lub efiniczno-liniowa f: A — K jest to odwzorowanie afi-
niczne A w (K'Y, K1, 4), gdzie K'! jest jednowymiarows, przestrzenia, kartezjatiska,.
W takim przypa,dku f ma wartosci w zbiorze K, a Df jest funkcjonalem liniowym
na L. Kazda funkcja stala jest afiniczna i dla niej Df = 0.

8. Twierdzenie, a) Przestrzenie afiniczne wraz z odwzorowaniami afinicznymi
stanowiq kategorie.

' b) Odwzorowanie, prayporzqdkowujqce przestrzeni afinicanej (A, L) przestrzedt li-
'_""”Q L, a odwzorowaniu afinicznemu f: (A, Li) — (Aqg, L2) odwzorowanie liniowe
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DfiLy — Ly, jest. funktorem z kategorii przestrzeni afinicznych do kategor
strzeni lintowych.

Dowdd. Spelnienie aksjomatow teorii kategorii {por. § 13, czeéé 1) y
nastepujacych faktow. .

Odwzorowanie tozsamosciowe id: A — A jest afiniczne. Istotnie, a1
idz(a1 — az). W szczegdlnodei D(idy) = 1dL .

Zlozenie odwzorowan afinicznych A — A RNV jest odwzorowa.mem aﬁ
nym. L
Istotnie, niech a,b € A. Wéwczas fi{a) — fi(b) = Dfi(e - b), a nastqpni

Fofila) — fafa(b) = sz{fi( )= fu(d)] = Dfz o Dfi(a ~b).

Wykazalismy wiec postulowany fakt a wraz z nim dowwdhsmy wzora D(fy 0.
D(f2) o D(f)). Lacznie z D(id4) = id;, dowodzi to czedci b) tezy twierdzenia,
Nastepujacy wazny wynik charakteryzuje izomorfizmy w naszej kategori

10. Stwierdzenie. Nasigpujqce trzy wiasnosci odwzorowania afiniczneq
Ap — Ay sq rdwnowazne: ‘
a) f jest izomorfizmem,

b) Df jest izomorfizmem,
¢) f jest bijekcjq (zbiordw).

Dowdd. Zgodnie z ogdlnym okreéleniem teorii kategorii, f: Ay — Aj jest izo
fizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie odwzorowanie afiniczne g: Ay
ze gf = ida,, fg = ida,. Jeéli takie odwzorowanie istnieje, to D(fg) = id
D{f)D(f}) i D(gf) = idy, = D(g)D(f), skad wynika, ze D(f) jest izomorfizmem

Wykazemy teraz, 2e Df jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest:
jekcja. Ustalmy punkt ay € A; i oznaczmy a; = f(a;). Kazdy element A; mo
jednoznacznie przedstawié w postaci a; + &, & € Ly, i = 1,2. Na mocy podstawor
tozsamosci :
flas + &) = flar) = Df[(es + ) ~ a1] = Df(1)
otrzymujemy f(ay + &) = a2 + Df(l1). Zatem f jest bijekcja wtedy i tylko w
gdy Df(l) przyjmuje kazda wartoéé z L, jednokrotnie, gdy Iy przebiega przestrz
Ly, t5. gdy Df jest bijekcja. Wiadomo, Ze odwzorowanie liniowe jest buekqad W
i tylko wtedy, gdy jest ono nieosobliwe, tj. gdy jest izomorfizmem.

Pokazemy wreszcie, ze bijektywne odwzorowanie afiniczne jest izomorfizmer
nicznym W tym celu musimy sprawdzié, ze odwzorowanie odwrotne do f w
sie teoriomnogosciowym jest afiniczne. W oznaczeniach z poprzedniego aka,pz
odwzorowanie jest zadane wzorem

FHaz+b)=ay+(Df)" (b), I € La.

Dlatego na mocy liniowoéci (D f)~!

FHar+ ) = fHaa + 1) = (DF)7H(l) = (DF)HB) = (Df) Ml — )
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.QC f7* jest afiniczne i (Df~1) = (Df)~!. Podsumowujac, dow1edhsmy implikacji
= b) ¢ ¢) = a}, co kolczy dowdd twierdzenia.

Konstrukcm konkretnych odwzorowan afinicznych czqsto oplera sie na nastepu-
a,cym rezultacie.

11. Stwierdzenie. Niech (Ay, L), (As, L) bedq dwiema przestrzeniami afinice-
mi. Dla dowolnej pary punktéw ay € Ai, a3 € Ay i dowolnego odwzorowania li-
iowego g: L1 —» Ly istnieje jedyne odwzorowanie afiniczne f: Ay — A, spefnigjgce
a1)= a2 iDf =g.

stotnie, przyjmijmy

flay + h) = az + g(h)

21, € Li. Poniewaz dowolny punkt A, moze by¢ jednoznacznie zapisany w postaci
Iy, ten wzdr za,daje odwzorowanie (teorxomnogosmowe) f: Ay =+ A, Jest ono
mcéne fla1) =ay i Df = g, poniewaz

flar+b) = flan + 1) = g(h) — g(8) = glh = 1)) = gl(ex + k) = (@ + 1),

To.dowodzi istnienia f. Odwrotnie, jesli f jest odwzorowaniem z postulowanymi
fasno$ciami, to '

- flas + 1) — f(a) = 9(I),
< a‘d:f(al + 13} = a3 + g{I) dla kazdego [ € L.

12, Wazny szczegdlny przypadek stwierdzenia p. 11 otrzymujemy w zastosowa-
niu do sytuacji (A,L), (L, L), a € A,0 € Lig = id,. Whioskujemy wtedy, ze
dla dowolnego punktu a € A istnieje jedyny izomorfizm afiniczny f: A — L przepro-
adzajgcy ten punkt w poczgiek ukladu 1 majgcy tozsamosciowq czgsé liniowq. To
wladnie precyzuje sens stwierdzenia o tym, Ze przestrzen afiniczna jest ,przestrze-
g liniowa z zatartym poczatkiem ukladu wspdlrzednych”. W szczegdlnosci, dwie
zestrzenie afiniczne sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy sq izomorficzne sto-
arzyszone z nimi przestrzenie liniowe. Te ostatnie sg klasyfikowane przez wymiar,
mozemy wiec nazwaé wymiarem przestrzeni afiniczne] wymiar stowarzyszonej z nig
przestrzenz liniowe;].

13, Wmosek Niech f;, far Ay — Ay bedg dwoma odwzorowaniami afinicznymi.
Ich czesei liniowe sq réwne wtedy @ tylko wiedy, gdy fo jest zlozeniem fi z przesu-
nigeiem o wektor z Ly. Wektor przesunigeia jest jednoznacznie wyznaczony.

‘Dowdd. Dostatecznoéé zostala wykazana w przykladzie ¢) p. 8. Dla dowods
koniecznosci wybierzmy dowolny punkt @ € A i przyimijmy f5 = t5,(0)-1,(0) © Fr-
Oczywiicie, fi(a) = fala) i D(f3) = D(fz). Na mocy stwierdzenia p. 11 f; = fo.
Odwrotnie, jesli fy = tiofy, tol = fo(a)— fi{a), przy czym ten wektor jest niezalezny
od wyboru @ € A ze wzgledu na réwno$é ¢zesei liniowych fy, fo.

-+ 14. Wspdéirzedne afiniczne. a) Ukladem wspdirzednych afinicznych w prze-
strzeni afinicznej (A, L) jest para, zlozona z punktu ¢y € A (zwanego poczatkiem
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ukladu) i bazy {ey,...,e.} W stowarzyszonej przestrzeni liniowej L. Wsp‘o"f'rz
punktu a € A wzgledem tego ukladu stanowiae wektor (z1,...,%.) € K™, jeds

znacznie wyznaczony przez warunek ¢ = g + E zi€;.
i=1

Innymi stowy, dokonujemy utozsamienia A z L za pomocy odwzorowama,
nicznego, ktére przeprowadza ao w 0 i ma tozsamosciows czesé liniows; wspélrz
Tlye. .y En 58 wspéirzqdnymi obrazu punktu a wzgledem bazy {es,...,e,}. 7

Zalozmy, ze w przestrzeniach A,, Ay zostaly wybrane uklady wspolrzgdn
pozwalajace na utozsamienie ich z K™, K™ odpowiednio. Wéowczas dowoine od:
rowanie afiniczne f: A; — Ay moina zapisad w postaci

f(2) = BE + 7,

gdzie przez B oznaczona zostala macierz odwzorowama Df w odpowiednich baz
Ly i Ly, a § sq wspdlrzednymi wektora f(ag) — af wzgledem bazy Ls; pr
oznaczylismy tu poczatek ukladu w A;, a przez af — poczactek ukiadu w 4,. Isto
odwzorowanie ¥ ++ BZ + §f jest afiniczne, przeprowadza af na f(a}) i ma tq
czesé liniowa co f. i

b) Inny wariant podane]j definicji ukladu wspdirzednych polega na tym, ab
stapié wektory {ei,...,e.} punktami {ao+e1,...,a0+ €.} przestrzeni A. Oznaczm:
a; = @gp ke, i = 1, ...,n. Wspdhizedne punktu a € A wyznacza si¢ wowczas:

leznosci ¢ = ap + E zi{a; ~ ap). Pray tym zapisie moze pojawié m@pokus
,,zgrupowac wyrazy podobne i zapisa¢ wyrazenie stojace po prawe] stronxe
staci (l o 2;1 x )ao o} }: #;0;. Chociaz osobno zaden z tych skladnikéw nie ma, se
tym niemniej rozwaza,me sum podobnego typu okazuje sie bardzo pozyteczn
pozbawione sensu.

15. Stwierdzenie. Niech ao,.:.a,, bedg dowolnymi punkmmz przestrzem

nieznej A. Dle dowolnych yo, ...y, € K spelmajqcych warunek §: yi=1 ak.reshm
=20

5
formalng sume 3 ya; preez warunek
{=0

Zy;a,- =a+ E yi{e: — a),

gdzie a oznacza dowolny punkt A, @ wyrazenie po prawef stronie nie zaledy od wy

tego punktu. W ten sposéb punkt 2: yia; jest okreslony jednoznacznie 1 jest ﬂazy.

baryeentryczng kombinaciy punk‘tow @y, .. ., as 0 wspdlczynnikach yy, ... ,ys.._.

Dowdd. Zamienmy punkt @ na punkt a +1{, € L. Dostaniemy wéwczé_z's-

ati+) yilai—a~1)=a+) yila—a),

1m0 i=0
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zgledu na (1 - f: y,')l = 0 i po wykorzystaniu regul sformutowanych w p. 6.
i i=0
segolowe przesledzenie opuszczonych przez nas rachunkdéw bedzie dla czytelnika

yteczne

16. Wniosek. Uklad {ao, ay — gy - ..,0n — Go} skfadajqey sie z punkiv as € A
wektordw a; — ag € L witedy i tylko wtedy stanowi afiniceny uklad wspdlrzednych,
i '"dowolny punkt A mozna jednoznaczm’e przedstawié w postaci barycentrycznej

binact E zia, T € K, E z; =1,
Jedli ten wa.runek jest spetniony, to uklad punktéw {ao, . .., @,} nazywany jest ba-
centrycznym ukfadem wspdfrzgdnych w przestrzeni A, a liczby @, ..., 2, — wspdi-

zgd,’nymz barycentrycznymz punktu E a4
f=0

Dow od. Wszystko wynika bezposrednio z definicji, jesli obliczyé E T;0; Za po-*
w0

"o'c:ég wzoru ag + Z zi(a; — ag) Istotnie, poniewaz dowolny punkt A mozna jedno-

nacznie przedsta,wac w postaci ap+{, ! € L, wiec uklad {ao; ¢1 — a0, ... an—ao} jest
icznym ukladem wspdirzednych wiedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor { € L

e by¢ jednoznacznie zapisany w postaci kombinacji liniowe) 2 zi{a;— ag) tj. je-
@11 —dg, . —ag} tworzg baze L. Wspolrzedne 2q,...,2, wektora ! vvyzn.'a‘czajad

dnoznaczme wspoirze;dne barycentryczne punktu ago+lizg=1— Zj iy LiyeeryLn.

17. Z kombinacjami barycentrycznymi mozna postepowac w wielu przypadkach
samo jak z kombinacjami liniowymi w przestrzeni liniowej. Na przyklad, sklad-
ki z zerowymi wspdlczynnikami mozna opuszczaé. Szczegdlnie uzyteczne jest za-
wazenie takiego faktu, ze kombmacga barycentryczna dowolnej ilogci kombinacji
arycentrycznych punktow ao, - - ., 0y jest znowu kombinacja barycentryczna tych
unktow a jej wspolezynniki mozna obliczyé, postugujac sie latwa do odgadniecia

5% Z Y1y + oy Zy'ﬂa’: + T Z Yimthy = Z(Z Iky:k)

i=0 ] iml
czywiscie, z rOwnosci

k) m m

EZ%W~Z%ZW—Z%21

i=0 k=1 E=1  i=0 =1

ynika, Ze wyrazenie po prawej stronie w poprzednim wzorze jest kombinacja ba-

centryczng. Obliczajac lewa i prawa strone tego wzoru przy ugyciu deﬁhicji sfor-

ulowanej w stwierdzeniu p. 15, pray czym obie strony odnosimy do tego samego
ktu o € A, oraz stosujac forma,hzm p. 6, z latwoscia przekonujemy sie o ich
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~ Co wiecej, kombinacje barycentryczne zachowuja si¢ wzgledem odwzorowa
nicznych podobnie jak kombinacje liniowe wzgledem odwzorowan liniowych.

18. Stwierdzenie. a) Niech f: Ay — A; bedzie odwzorowaniem aﬁniczﬁym_
@y € Ay, Wiwezas

f(i -Tz'ai) = }i:c,-f(a;), jesls Zs:x,- = 1.
=0

{0 =0

b) Niech ap,...,a, 2adajg wspétrzedna barycentryczne w Ay. Wowezas. di
wolnych punktow by,...b, € Ay istnieje Jednoznacznze wyznaczone odwzorowa
afiniczne f przeprowadzajgce a; ne by, i=1,...,n.

Dowdd. Wybierajac a € Az, otraymujemy

8

f(§3iai) = f(a+i zi{a; — a)) a)+Df(Z i (a —a)) =j..;.

= fa) + gxim(aa —a)=fla)+ zﬂmi(f(at) f(0)) =
= ioﬁif(af ‘

na mocy stwierdzenia p. 15, co dowodm czgdci a).
Jesli ay,...,a, stanowia barycentryczny uklad wspoirzgdnych w Ay, to Wo
wniosku p. 16 kazdy punkt A ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombmaq

barycentrycznej }: x;a;. Okredlimy odwzorowanie f: Ay — A, wzorem f (}: Zia;
i=0 =0 .

E z;b;. Na mocy a) jest to jedyna mozliwos¢ zdeﬁmowama f i pozostaje jedynie
=0

spra,wdzema 7e jest to odwzorowanie afiniczne. Rzeczywssc;e, postepujac tak ja,k
stwierdzenin p. 15, otrzymujemy - -

f(gm,-a,-) - f(‘}zj0 vies) = Zm,b -3 s =

=0

= by + Zfﬂs(bi —bo) — [b.a + i yi(b; — 50)] =

i=0 =0 :
= Z(:E, y, b — b() Df (Z Lid; — Z yiai)j :
im0 w0 =) .

gdzie przez Df: L; — L, oznaczyliSmy odwzorowanie lintowe przeprowadzajace a;-
ap na b; — by dla wszystkich ¢ = 1,...,n. Takie odwzorowanie istnieje na mocy
zalozZenia, e a; — ag,..., a4, — ag stanowm, baze L.

19. Uwagi. W przestrzeni afinicznej R™ kombinacja barycentryczna E m
[ :
reprezentuje polozenie ,$rodka mas” ukladu punktéw materialnych o jednostkowyc

masach rozlozonych w punktach a;. To wyjasnia ugyta terminologie.
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edli a; = (0,.. .., 0), gdzie 1 wystqpuje na i-tym miejscu, to zbidr punk-
6 wspoirzqdnych barycentrycznych 1,5 Ty O < @i S 1, jest czedcia wspdlng
gmaitosci liniowe) E: o= 1 doda,tmego oktantu (dokladniej ,2"-tantu”). W

1'3' logii ten zbidr 3est nazywany standardowym (n — 1)-wymiarowym sympleksem.
dﬁowymmrowy sympleks to odcinek na prostej, dwuwymiarowy — tI‘O‘]k@t troj-

ym;arowy — czworoécian (tetraedr). W ogdlnosci zbidr {Z @0 | E z; =1, 0<
i==]

1} stanowi domknigty sympleks o wierzchotkach ay, . ,0y W rzeczywiste]
sestrzeni afinicznej. Nazywamy go sympleksem zdegenerowanym, jesli wektory
—ay,---,8n = @1 8 liniowo zalezne.

8 2. Grupy afiniczne

. Niech A bedzie przestrzenia afiniczng nad cialern K. Na mocy stwierdzenia
§1,p.10 zbidr bljektywnych odwzorowan afinicznych f: 4 — A stanowi grupe, ktdra
dziemy nazywad grupg afiniczng i ozhaczaé symbolem AF(A).
“Qdwzorowanie D: AF(A) — GL(L), gdzie przez GL(L) oznaczamy grupe auto-
morfizméw liniowych stowarzyszonej z A przestrzeni liniowej, jest homomorfizmenm.
Na mocy stwierdzenia § 1, p. 11 jest on surjektywny, a jego jadrem jest grupa prze-
sunied {#; | [ € L} jak to wynika z wniosku § 1, p. 13. Na mocy stwierdzenia § 1,
p. 4 grupa przesunigc jest z kolei izomorficzna z addytywna grupa przestrzeni L.
Ostatecznie wiec grupa AF(A) jest rozszerzeniem grupy GL(L) przez addytywna
grupe L, ktora jest normalng podgrupa w AF{A).
- W tym przypadku rozszerzenie jest iloczynem pdtprostym GL(L) z L. Aby prze-
kona¢ sig o tym, ustalmy dowolny punkt ¢ € A i rozwazmy podgrupe G, C AF(A)
ski&dajch sie z odwzorowan zachowujacych ¢. Na mocy stw1ercizen1a§ 1, p. 11 kazdy
ment f € G, jest jednoznacznie wyznaczony przez swg czesé lintowa Df, a te
mozna wybraé¢ dowolnie. Stad wynika, ze D indukuje izomorfizm G, na GL(L). Dla
owolnego odwzorowania f € AF(A} moina znalezé jedyne odwzorowanie f, € G,
o tej same] czesci liniowej i f = #; 0 f, dla odpowiednio dobranego { € L na mocy
wniosku § 1, p. 13. Ustalajac ¢ bedziemy zapisywad t; ¢ f, jako pare {g; l], gdzie
= Df = Df, € GL{L). Reguly mnozenia w grupie AF(A) zapisane w jezyku
takich par przybieraja nastgpujaca postac.

-2, Stwierdzenie. Zachodzq wzory

(925 L)lges o] = [g292; oa(l2) + 1],

[0 17" = g™ ~g7 (D)
. Dowdéd. Zgodnie z definicja [g; [] przeprowadza punkt a+m € A na a-+g(m)+1,
Sk@d otrzymujemy
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(gv; h]lg2; Lal(a + m) = [g1; L](a + ga{m) + 12) = .
= a4+ gi(ge(m) + b))+l = a+ giga(m) + g1 (la) +

= [g192; g1 (l2) + Li](a + m),

co dowodzi pierwszego z podanych wzorow. Jesli zastosowad go do obliczenis, i}
czynu {g; {][g7%; —g~1(1)], to otrzymamy [idz; O], a ta para reprezentu;e jedyn_
grupy AF(A). To konczy dowdd i pokazuje, ze AF(A) jest rzeczywiscie lloczy
polprostym. .

3. Rozwazmy teraz podgrupe G C GL(L). Zbiér tych elementow f € AF(A
ktdérych czedci liniowe nalezg do G, jest oczywiscie podgrupa AF(A) — przeciw
brazem G wzgledem kanonicznego homomorfizmu AF{A) — GL(L). B@dziemy_
nazywal rozszerzeniem afinicanym grupy G. “

Przypadek, gdy stowarzyszona z A przestrzen liniowa jest zaopatrzona w doda,
kowa, strukture — iloczyn skalarny, a G jest odpowiadajaca tej strukturze grup
izometrii, za,siugu_]e na szczegdlna uwage. W ten sposéb sa bowiem skonstruoway
dwie bardzo wazne dla zastosowan grupy: grupa ruchdw euklidesowej przestrzenia
nicznej (G = O(L)) i grupe Poincarégo (L ~— praestrzen Minkowskiego, G — grup
Lorentza). Zbadajmy dokladnie] grupe ruchéw.

4. Definicja. a) Afiniczng przestrzeniq euklidesowq nazywamy pare zlozon
skoficzenie wymiarowej przestrzeni afinicznej nad cialem liczb rzeczywistychi o
¢lonej na niej metryki d (w znaczeniu definicji przyjete] w czeéci 1, § 10, p.1
o nastepujace] wlasnosci: dla dowolnych punktéw a,b € A odlegloé d(a, b) zale
tylko od a—b € L i jest réwna dlugosci wektora a — b w pewnej metryce euklidesow
przestrzeni L (niezaleznej 6d wyboru a, b). =

b) Ruchem euklidesowej przestrzeni afinicznej A nazywamy takie odwzorowan
f: A — A, ktére zachowuje odlegloéci, tj. d(f(a), f(8)) = d{a, b) dla dowolny:
a, be A S

5. Twierdzenie. Ruchy afiniczne] przestrzeni euklidesowej A stanowiq grup
ktére jest rozszerzeniem afinicznym grupy ortogonalnych izometrii O(L) przestrze
euklidesowej L stowarzyszonej z A.

Dowdéd. Najpierw sprawdzimy, ze dowolne odwzorowanie afiniczne f: A —-
ktérego czesé linlowa Df € O(L), jest ruchem. W istocie, na mocy definicji

d(f(a), f(B)) = |f(a) — f(b)] = |Df(a —b)| = |a — b] = d{a, b},

przy tym w trzeciej réwnosci wykorzystalismy to, ze Df € O(L).
Wigkszego wysitku wymaga dowdd odwrotneg czesci twierdzenia.
Po pxerwsze, jest oczywiste, Ze zlozenie ruchdw jest ruchem. Co wiecej, juz wyk

zalismy, Ze przesuniecia sa ruchami. Wybierzmy wiec dowolny punkt ¢ € A i nie

[ bedzie ruchem. Oznaczmy g = t, gy 0 f — jest to wiec ruch zachowujac
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dnkt a. Wystarczy pokazad, Ze jest to odwzorowanie afiniczne i jego czes¢ liniowa
g € O(L). Jak w § 1, p. 12 wprowadZmy utozsamienie A z L za pomoca odwzo-
wania z tozsamosciowa czeicia liniowa, ktére przeprowadza punkt ¢ na 0 € L.
:-Tb pozwoli nam traktowa g jak odwzorowanie g: L — L spelniajace g(0) = 0 i
: ( )~ g(m)] = |l - m| dla kazdych I,m € L, w nastr;pstwae czego wystarczy wyka-
, 2e to odwzorowanie nalezy do O(L)

Z poczatku sprawdzimy, Ze g zachowuje iloczyn skalarny Istotnie, dla dowolnych

= 2L, m) + [mf? = |l ~ m[* = |g(l) — g(m)|* = lg(D)I* — 2(g(D), g(m)) + lg(m)P,

_sk'a,d wynika zadany fakt wobec |g(I})]* = ! 2, lg(m)|? = |m|% Teraz wykazemy
dytywnosé g, tj. g(l+ m) = g{l) + g( ). Oznaczajac { 4+ m = n i postugujac sie
wkazana powyzej wlasnoscia, dostajemy '

o=l Ll = [af? 4+ 1+l = 2, £) = 2(n, m) + 2(1, m) =
= lg(n)® + lg(D)]* + lg(m)|* ~ 2(g(n), g(1)) — 2(g(n), g(m)) + 2(g(!), g(m)) =
= [g(n) — g{l) — g(m)?, o '

éka‘d wynika g(n) = g(I}+g(m). Wreszcie wykazemy jednorodnoéé g, tj. g(al) = zg({)
‘dla kazdego « € R, [ € L. Przyjmujac m = z{, otrzymujemy

0= |m—zl* = [mf* —~ 2z(m, I) + 2|I|* =
= |g(m)|? — 2z(g(m), (1)) + «%g(D)]* = |lg(m) — zg()}*.

Pokazaliémy w ten sposéb, Ze g jest odwzorowaniem liniowym i zachowuje iloczyn
skalarny, a wiec g € O(L), co koriczy dowdd twierdzenia.

- 6. Twierdzenie. Niech f: A — A bedzie ruchem afinicznej przestrzeni euklide-
sowej, Df — jego czgdciq liniowq. Wéwczas istnieje taki wektor | € L, e Df (l) = |
if=1t0g, prey czym g: A — A jest ruchem majgcym punkt stafy a € A.

Dowdd. Wyjasnijmy na.poczatek geometryczne znaczenie tezy twierdzenia.
Utozsamiajac A z L za poérednictwem odwzorowania afinicznego z tozsamosciows,
czedcia liniows, przeprowadzajacego @ na 0, widzimy, ze f jest zlozeniem odwzoro-
wania ortogonalnego g i przesuniecia o wektor [ niezmienniczy dla g (korzystamy
% rownosci Df = Dg). Innymi slowy, f jest ,ruchem $rubowym” w przypadku
det ¢ = 1 albo ruchem $rubowym pofaczonym z odbiciem, jesli det g = —1. Istotnie,
g jest calkowicie wyznaczone przez swoje obciecie go do It g = go D idgy, a wiec ¢
jest obrotem wokdl osi RI (by¢ moze z odbiciem).

Przejdimy do dowodu. Oznaczmy L, = Ker(Df —idy), £, = L}, tak 2e L =
L@ L,. L, zawiera wektory state wzgledem Df, podprzestrzen L; jest niezmien-
nicza wzgledem Df —idy, bo Df jest ortogonalne i obciecie Df — idz, do niej jest
odwracalne.
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Wybierzemy teraz dowolny punkt ¢’ € A i oznaczymy ¢’ = {o s 0 fi
oczywiscie o’ = ¢'(a'). Przedstawmy f(a') —a' = L + 1, gdele ; € Ly, ly'e
witedy f =1, 0 th og" i Df(l;) = I3 na mocy definicji L;. Wyznaczymy teraz
m € Ly, %¢ ¢ = a’ + m jest punktem stalym dla 9= t, o g'. Mamy

tog (@ +m) =g +m)+h =o'+ Df(m)+ 1.

Prawa strona tej réwnoéci jest réwna a’+m wtedy i tylko wtedy, gdy (D f —id;
li = 0. ZauwazyliSmy juz jednakie, Ze na przestrzeni Ly operator Df —id;
odwracalny, a poniewaz [; € Ly, wiec istnieje m o zadanej wlasnoscl. W ten s;;
otrzymaliémy poszukiwany rozklad f = 4, o g, co konezy dowdd.

.Takie ruchy f, dla ktérych det Df = 1, nazywane sg czesto ruchami wlasciw
a pozostale (det Df = —1) — niewtasciwymi. Ponize] zestawimy w pogladowy .
sdb zawarte w twierdzeniu p. 6 wiadomosci o ruchach afinicznych przestrzeni eyk
desowych o wymiarach'n < 3. Zachowujemy oznaczenia uzyte w tym twierdzen

7. Przyklady. a) n = 1. Poniewaz O(1) = {1}, wiec wlasciwymi rucham
tylko przesuniecia. Jesli f jest niewlasciwy, to Df = =1, a z Df(I) = ! wynik:
I = 0. Dlatego kazdy ruch niewlaiciwy prostej ma punkt staly, a wiec jest Odbl:
wzgledem tego punkiu. :

b} n = 2. Ruch wlasciwy f z czedcig liniowa Df = id jest przesum(;cxem.‘-'
Df #ididet Df =1, to Df jako obrét nie ma niezerowych punktéw stalych; wi
f ma punkt staly i f jest obrotem wzgledem niego.

Jesli f jest ruchem niewlasciwym, to Df jest odbiciem plaszczyzny wzgiqde
prostej, a f jest polaczeniem takiego odbicia i przesuniecia wzdiuz tej prostej. Je
wiec ruch niewlaéciwy plaszczyzny ma punkt staly, to istnieje cala prosta ziozona
punktéw stalych, a on sam jest odbiciem w tej prostej.

c) n = 3. Jedli det Df =1, to jedna z wartosci wlasnych Df jest réwna Jednos
i Df ma wektor staly. Zatem kazdy ruch wlasciwy trogwymaa,rowej przestrzeni
klidesowej jest ruchem érubowym wzdluz pewnej osi (wlaczajac w to przesunigci
tj. zdegenerowane ruchy érubowe z obrotem o kat zerowy). Jest to tzw. tw1erdzen
Chasles’a. '

Jedli ruch f = tj0g jest niewladciwy 1 [ # 0, to obciecie ¢ do plaszczyzny ortog
nalnej do ! i przechodzacej przez punkt staly ¢ tego ruchu jest ruchem niewladciwy,
te] plaszezyzny. Jest ono zatem odbiciem w prostej poloZone] w tej pia,szczyzm
Oznaczmy przez P plaszczyzne rozpieta przez te prosta i wektor L. Wiedy o g Je
ziozeniem odbicia wzgledem plaszczyzny P i przesuniecia o wektor [ nalezacy do:

W koricu, jesli [ = 0, tj. f jest niewlasciwy i ma punkt staly, to utozsamiajac b
punkt z zerem w [ oraz f z Df i korzystajac z istnienia prostej Lo zlozone] z wekt
row wiasnych o wartodci wlasnej —1, dochodzimy do geometryczne] chara,kteryzaq
f jako zlozenia obrotu w L i oébxcm w Li. ;

Odwolujac sie do rozkladu blegunowego operatoréw lintowych, mozemy opzs
takze geometryczng strukiure dowolnego afinicznego odwzorowania odwra,ca,lnego
afinicznej przestrzeni euklidesowej.
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8 Twierdzenie. Keide odwzorowanie afiniczne n-wymiarowej przestrzent eu-
sowej [ mozna przedstawié jako zloZenie trzech odwzorowar: a) dylatacyi o do-
ich wspdtezynnikach wzdlui n parami ortogonalnych osi prazechodzqeych przez
punkt ag € A, b) ruchu z punktem stalym ag, c) przesunigeia.

owod. Skladajac f 2 odpowiednio dobranym przesunieciem i zastepujac je ta
pe;pozycm, tak jak w dowodzie twierdzenia p. 5, moemy przyjal, ze samo f ma
¢ staly ao. UtoZsamiajac nastepnie A z L 1 ao 2z zerem, mozemy przedstawié
Df jako zloZenie operatora symetrycznego dodatnio okreslonego z operatorem
togonalnym. Sprowadzajac pierwszy z tych operatoréw na osie gléwne i przenoszac
to osie do A, otrzymujemy tez¢ twierdzenia.

. Na zakofczenie odnotujemy to, ze w tym paragrafie postugiwali$my sie swo-
dnie podrozmaitosciami liniowymi A (prostymi, plaszczyznami), okreélajac je kon-
tywnie jako przeciwobrazy podprzestrzeni liniowych w L przy rozmaitych utoz-
mieniach A z L zaleZnych od wyboru érodka ukladu wspétrzednych. Nastepny
I'jafa.gra,f poswiecimy bardziej systematycznemu zbadaniu tych pojec.

§ 3. Podprzestrzenie afiniczne

1. Definicja. Niech (A, L) oznacza przestrzen afiniczna. Podzbidér B C A nazy-
wamy podprzestrzeniq afiniczng przestrzent A, jesli jest pusty lub jesli zbior

M={b~byeL|b,beBlCL

jest podprzestrzenia liniowa w L 1 ¢,,(B) C B dla kazdego m € M.

2. Uwagi. a) Jesli warunki definicji sa spelnione i B jest zbiorem niepustym,
- to para (B, M) jest przestrzenia afiniczna, co objasnia uZyta terminologie (przyjmu—
emy, ze przesunigcie B o wektor z M otrzymamy, ograniczajac do B to przesuniecie
- zadane na calym A). Istotnie, przejrzenie warunkéw natozonych w definicji § 1, p. 1
‘od razu pokazuje, e s one spelnione dla pary {B, M). W szczegdlnosci, wybierajac
- dowolny punkt b € B, dostajemy B = {b+m |me M}.
7 b) Podprzestrzen liniowg M = {b; ~ by | by, by € B} przestrzeni L nazwiemy
rzestrzeniq kierunkowq podprzestrzeni afinicznej B. Wymiarem B nazywamy wy-
miar M. Jest jasne, ze z warunku By C B; wynika My C M;, a wigc takie
-dim By < dim By. Podprzestrzenie afiniczne jednakowego wymiaru o tej samej prze-
“strzeni kierunkowej nazwiemy rownoleglymi.

- 3. Stwierdzenie. Podprzestrzenie afiniczne jednakowego wymiaru By, By C A
-8q réwnolegle wtedy 1 tylko wiedy, gdy istnieje taki wektor | € L, Ze t;(By) = Bs.
+ Dowolne dwa wektory o tej wlasnosci rdiniq sig o wektor nalesqey do (wspdine;)
< przestrzeni kierunkowej dla By i B,.
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Dowéd. Jedli t;(By) = By i My, M, s przestrzeniami kierunkowymi dl
B, odpbwiednio, to .
={a—~blabe B} ={(a"+ )~ +1)]a, ¥ & B} =M,
tak ze B; i Bg sg réwnolegle. ' '
Odwrotnie, niech M oznacza wspdlna przestrzen kierunkows dla Bii 82
bierzmy punkty & € B; i by € By. Poniewaz By = {bi+{ |l € M}, By ={b+
M}, wige By = ty,_,(B1). A wreszcle, latwo zobaczyd, ze t,(B1) = #,(Ba) wte
tylko wtedy, gdy ; — L € M. ‘ :

4. Wniosek. Podprzestrzenie afiniczne w L {wegledem jej struktury afinics
to dokladnie podrozmaitodci liniowe L w znaczeniv definicji czesei 1, § 6, p.
przesunigeia podprzestrzend liniowych.

5. Wniosek. Réwnolegle podprzestrzenie afiniczne jednakowego wymmm aIb
identyczne, albo nie przecinajq sig.

Dowéd. Jesli & € BlmBg, to jak zauwazylismy poprzednio By = {b+m [ :
M} = B,, gdzie M jest wspdlng przestrzenia kierunkows By i B,.

6. Podprzestrzeme afiniczne By 1 B; niekoniecznie jednakowego wymiaru n
wamy rdwnoleglymi, jesli jedna z przestrzeni kierunkowych jest zawarta w drigie
Niewiele zmieniajac poprzedzajace dowody latwo wyprowadzié nastepujace faks
Niech B; i B; beda réwnolegle i dim By < dim B;. Wowczas istnieje taki wekt
1€ L, ze t(B;) C By, a dwa wektory o tej wlasnoéci réznia sie o wektor nalézac
do M;. Ponadto albo By i B, nie maja punktéw wspdlnych, albo By C B,.

7. Stwierdzenie. Niech (By, M;), (By, My) bedg dwiema podprzestrzeniami’g
niczrymi w A, Wowezas ByN\By albo jest puste, albo jest podprzestrzeniq aﬁmczn
o przestrzeni kierunkowej M1OM2

Dowdd. Niech ByNB; bedzie mepustei be BinB,, Wtedy By = {b + 11.[
M}},'Bz = {b} 4 1y l {e Mg}, skad BiNB, = {b—'}'l i le M]nMg} co trzeba by
pokazaé. {Oczywiscie, stad takze wynika wniosek p. 5.)

8. Powloki afiniczne. Niech S C A bedzie dowolnym zbiorem punktéw prz
strzeni afinicznej A. Najmniejsza podprzestrzen afiniczng zawierajaca S nazywam
powlokq afinicang S. Taka podprzestrzen istnieje i jest réwna czesci wspdlnej wsz
stkich podprzestrzeni afinicznych zawierajacych S. Mozna ja takze scharakteryzow
w terminach barycentrycanych kombinacji liniowych (stwierdzenie § 1, p. 11).

9. Stwierdzenie. Powloka afiniczna zbioru S jest réwna zbiorowi kombznac
barycentrycenych elementdw S: '

{zx s

[E:3 1

Zm, = 1}

gdzie {s1,...,8,} C S przebiega wszystkie skoriczone podzbiory S.
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owdd. Najpierw wykazemy, 2e kombinacje barycentryczne stanowia podprze-
afiniczna w A. W istocie Oznaczuly preez M C L podprzestrzeﬁ hiniows, roz--

mego zbioru {8i,..., 8.}, przyjmujac jako ten zbmr sume zbiorow odpowxada,j@-
-cych wy;scmwym kombmac;om a dodatkowe wspdiczynniki przyjmujac réwne zeru.

waz Zj T — Z y; = 0, réznice tych kombinacji mogna przedstawié w postaci
i=1 =1

k3

Z( . yt)( - SI)

tmel
ktora pokazuje, ze nalezy ona do M. Ale i odwrotnie, dowolny element z M postaci
n o3 7
z;(8; — 1;) moZna zapisac jako réznice punktdw 3 zis; + (1 -3 x;)sl I3 e+
tm=1 j=1 - taml

11 f: :r:,-)s} nalezacychdo 5. A zatem M = {b1—by | by, by € S}. Ten sam argument
gl .

-aéimcizi, e t,,(5) C § dla kazdego m € M, czyli § jest istotnie podprzestrzenia,
afiniczna o przestrzeni kierunkowej M. Jest oczywiste, ze S C S.
: Odwrotnie, niech B O S bedzie dowolng podprzestrzenia, {s1,...,s,} C §.

Wowczas dla dowolnych z4,...,2, € K, ktére spelniaja 3 z; = 1, mamy
. t=1

Zzs,_s;+2m, (8: — 31}

123

Poniewaz s1, ..., 3, € B, wiec wektor E zi(s;~s1) nalezy do przestrzeni kierunkowej

B, skad wymka. Ze przesuniecie punktu 51 o ten wektor nalezy do B. To oznacza, ze
§.¢ B, wiec § jest rzecaywiscie najmniejsza podprzestrzenia afiniczna zawierajaca

.;_S.

== 10. Stwierdzenie. Niech f: Ay — Ag bedzie odwzorowaniem dafinicznym dwdch
- preestrzeni afinicznych, By C A; © By C Ay — podprzestrzeniami afinicanymi.
. Weedy f(B1) C A, f71(Bs) C A1 sq podpraestrzeniami afinicznymi.

" Dowdd. Niech By = {b-+1|! € M}, gdzie M; oznacza przestrzen kierunkows
~dla By, Wtedy f(By) = {f(b)+ Df(l) | 1€ M} = {f(b)+ 1|V € Df(M)}, skad
- wynika, ze f{B;) jest podprzestrzenis afiniczng 2z przestrzenia kierunkowa I f(My).
W szczegdlnosci, f(A;) jest podprzestrzenia afiniczna w Aq, By f( A1) jest pod-
. przestrzeniy afiniczng i f~1(B2) = f1H{(Batf(A;)} na mocy znanych teoriomnogo-
© dciowych zaleznoéci. Przyjmiemy, ze f jest surjekcja, gdyz w preeciwnym przypadku
mozna zastapi¢ A; podprzestrzenia f{ A1) a By B0 f(A1). Oznaczmy teraz przez
- M, przestrzed kierunkowa By. Wiedy By = {b+ ([l € My} 1 7)) = {V' +m']
f¥y =05, Df(m'y € M,}. Po prawej stronie mozna ograniczyé si¢ do jednej tylko
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wartodci b € f~(b), bo pozostale mozna otrzymac przesunigciami o wektory
zace do Ker Df. Stad wynika, ze f~(B;) ma postaé {§/ +m | Df "N (M)}, 5
jest podprzestrzenia, afiniczng o przestrzeni kierunkowej D f~1(My). o]

11. Whnicsek. Poziomica dowolnej funkeyi afinicznej jest podprzesfrzeﬁg‘
niczng. '

Dowdd. Istotnie, poziomice funkcji afinicznej f: A — K! sg przeciwobmz"'
punktédw K1, a punkt jest podprzestrzenia afiniczna dowolnej przestrzeni aﬁm
(z przesstrzemad kierunkowa, {0}).

.12, Stwierdzenie. Niech fi,..., f, bedqg funkejami aﬁm'cznymi okreélonym;
przestrzeni afinicznej A. Wewezas zbidr {a € A | fi(a) = = fula) = (}}
podprzestrzeniq afiniczng A. Jesli A jest skodiczenie wymierowa, to kaide Jej. P
przestrzen afiniczna jest tej postaci.

Dowdd. Okreélony w tezie zbiér jest czescia wspdlna, skoriczonej liczby p
mic funkcji afinicznych i dlatego, na mocy wniosku p. 11 i stwierdzenia p. 7, j
podprzestrzenia afiniczng. Odwrotnie, niech B C A bedzie podprzestrzenia afin
w skonczenie wymiarowej przestrzeni afinicanej A, a M C L — odpowmda‘]a‘czg
przestrzenia liniows. Jesli B jest zbiorem pustym, to jest wyznaczony przez r
nanie f = 0 dla dowolnej niezerowe] funkcji stalej f (oczymscxe taka funkcja j i
afiniczna i Df = 0). W przeciwnym przypadku niech gy = -+ = ¢, = 0 ozna
uklad réwnan liniowych na praestrzeni L, dla ktdrego M jest przestrzemaﬂ rozwmd
w jako g1,...,0, mozna wybraé baze podprzestrzem M+ ¢ L*. Wybierzmy pu
be Bi skonstruujmy funkcje afiniczne f;: A — K* spelniajace warunki f;(b):
Df; = g;, i = 1,...,n. Mamy oczywiscie fi(b+{) = g:(!), a wiec funkcja f; zer
sie w punkcie b+ l € A wtedy i tylko wtedy, gdy [ € M, tj. wtedy 1 tylko wtedy
gdy b+ 1 € B, co koticzy dowdd. -

13. Konfiguracjq w przestrzeni afinicznej A bedziemy nazywaé skonczony ukla
uporzadkowany podprzestrzeni afinicanych {By,...,B,} w A. Dwie konfigura
{By,...,B.}, {Bl,...,B.} nazwiemy afinicznie rédwnowaznymi, jesli istnieje tak
automorfizm aﬁnlczny f € AF(A), ze f(B;) = Bl,i=1,...,n. Mozna takze roz
zaé modyfikacje tej definicjt, w ktérych f wybiera sie 2 pewnej podgrupy AF(A), np
grupy ruchéw, gdy A jest euklidesowa. W takim przypadku konfiguracje przystaj
bedziemy nazywaé metrycenie réwnowaznymi (preystajacymi). Pewne wazne pojeci
i rezultaty geometrii afinicznej sa zwiazane z wyznaczeniem niezmiennikéw ko
guracjl wzgledem afinicznej réwnowaznosci. Odnotujmy, ze to pojecie jest afiniczn:
odmiang pojecia ,jednakowego rozmieszczenia”, ktdre badalidémy w § 5 czedci 1.

Wykazemy niektdre z podstawowych wynikéw o afinicznej réwnowaznosci.

Niech A bedzie n-wymiarowa przestrzenia afiniczng. W zgodzie z wynikam
p. p. 9-11, § 1 konfiguracje {aq, ..., .} n+1 punktéw nazwiemy bazows (wspdirzed
nodciowq) lub bazq punktowq), jezeli A jest powloks afiniczng zbioru {aq,...,a.}:
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14. Stwierdzenie. a) Dowolne dwie konfiguracje bazowe sq réwnowazne, a po-
istnicje jedyne odwzorowanie f € AF(A) ktére przeprowadze jedng z nich na

3
b) Konfiguracje bazowe {ag,...,an} i {a,...,a.} w przestrzeni euklidesowej A
@_:{gametryczne wtedy i tylko wtedy, gdy d(a,a;) = d(af,a}) dla dowolnych i,j =

Dowdd. a) Oznaczmy €; = a; — aq, € = &} ~ a). Uklady {e;} 1 {€}} stanowia
ag' W L. Niech g: L — L bedzie odwzorowaniem liniowym przeprowadzajacym e;
ielaf A — A — odwzorowaniem afinicznym spelniajacym warunki Df = g i
'(ao) = af. Takie odwzorowanie istnieje na mocy stwierdzenia § 1, p. 11 i nalezy do
AF( A}, bo g jest nieosobliwe. Ponadto,

fla:) = flao) + g(a: — ao) = ay + €] = a5 + (¢} — @) = &

‘wszystkich ¢ = 1,...,n. Ten wzor pokazuje takze, ze f jest jednoznacznie wy-
naczone, jesti Df ma przeprowadza.c e na e}, a flao) = a;.

) Korzystajac z juz dowiedzionej czedci wystarczy wykazac, ze f bedzie ruchem
tedy i tylko wtedy, gdy d(a;,a;) = d(af,a}) dla wszystkich 4, j. Rzeczywzscw
(a“aJ lai — a;] = |e; — ¢;], gdzie eg = ap — ap = 0, i podobnie d(a},a}} =
—¢}|, Jesli f jest ruchem, to D f jest ortogonalne i zachowuje dtugosci Wektorow
riec warunek jest konieczny, Odwrotnie, prayjmijmy, Ze ten warunek jest speimony
Wiedy Je:] = le}| dla wszystkich ¢ = 1,...,n, a z réwnosci |le; — ¢;|7 = |e} — &}|?
mioskujemy, ze (e;, €;) = (e}, €4} dla wszystkich 7, . Wtedy odwzorowanie g, ktore
rzeprowadza {e;} na {el}, jest izometria, a stad wynika, ze f jest ruchem. Dowdd
akoriczony. '

“ Rozwazmy teraz konfiguracje (b, B) skladajace sie z punktu i podprzestrzeni
finicznej. W przypadku euklidesowym odlegloscig od b do B nazwiemy liczbe

d(b, B) = inf{}i| | b+ € B}.

(=2

"~

715, Stwierdzenie. 2) Konfiguracje (b, B) i (¥, B') sq afinicznie réwnowasne
tedy i tylko wtedy, gdy dim B = dim B’ oraz albo jednoczesnie b ¢ B, &' ¢ B, albo
dnoczesnie be B, ¥V € B,
- b) I\onﬁgumcge (b,B) i (¥, B’} sq przystajgce wtedy i tylko wtedy, gdy dim B =
nn B i d(b, B) = d(¥, B').

"Dowéd. a) Warunki sformulowane w {wierdzeniu sg oczywiscie konieczne. Za-
102my, ze sa spelnione i oznaczmy przez M, M’ przesirzenie kierunkowe B i B’
“odpowiednio. Wybieremy dalej taki automorfizm liniowy ¢: L ~ L, ze g(M) = M.
Jedlibe Bil € B, to oznaczymy przez f: A — A odwzorowanie afiniczne speinia-
_che warunki Df = g i f(b) = ¥. Mamy oczywiscie f(b+ I} = b+ g({}, skad wynika
f(B)= B,

W przypadku gdy b ¢ B i¥ ¢ B, zasadamy spelnienia przez g dodatkowego
- warunku, a mianowicie, wybierajac @ € Bia' € B, zazadamy, aby ¢ przeprowadzalo




218 Czes¢ 3. Geometria afiniczna i rzutowa

wektor & a na wektor ¥ — a’. Poniewaz oba te wektory sg réine od zera; wi
dardowa konstrukqa postugujaca si¢ bazami postaci {baza M,b—a uzupelme
{baza M', b'—a’, uzupelnienie} dowodzi istnienia g. Nastepnie skonstruUJemy e
rowanie aﬁmczne f:A— A dla ktorego Df = g1 f(b) = ¥, oraz sprawdm
takze f(B) = B'. Po pierwsze mamy f(a) = ¢, gdyz -

fl@) = fb—(b—a)) = f(b) ~glb~a) =¥~ (¥ ~a) =a'.

Nastepnie f(a +{) = f(a) + g(l), a poniewai warunek I € M jest rdwno
warunkiem g{l) € M', wiec f(B) = -
b) Znowu konieczno$é warunku }est oczywista. Dla wykazania dostatec'
uzupelnimy konstrukcje z dowodu poprzedniego punktu dodatkowymi warin
Przede wszystkim utozsamimy A z L wybierajac uklad wspdirzednych o érodka
Wtedy B ulegnie utozsamieniu z M, a b stanie si¢ pewnym wektorem L. Nj
oznacza rzut ortogonalny b na M. W kontekscie przestrzeni hn;owych wykaza
juz, ze d{b, B) = |b— a|l. W analogiczny sposb okreslimy punkt o’ z przes
M’ lub, uwzgledniajac dokonane utozsamienie, z B’. Jako g weimiemy 1zome
L przeprowadzajaca M na M’ i b na 0. Taka izometria istnieje. MozZna sie.
przekonad, jesli rozwazy¢ uzupelnienia baz ortonormalnych w M i M’ do baz
normalnych w L zawierajacych odpowiednio wektory (b—a)/|b—a| 1 (b ~a’)/|Bt
zdefiniowac g jako izometrig przeprowadzajaca pierwsza z tych baz na druga. O
rowanie afiniczne f: A — 4, dla ktdrego Df = g i f(b) = ¥, jest szukanym
przeprowadzajacym (b, B) na (¥, B'). L

16. Jako ostatnie rozwazymy konfiguracje skladajace sie z dwéch podpfz'cst_rz
By, -By. Ich pelng klasyfikacje wzgledem afinicznej réwnowaznodci moznia otrz
za pomocs analogicznego rezultatu dla podprzestrzeni liniowych, ktérego dowie
$my w § 5, p. 5, czesci 1. Pelna klasyfikacja metryczna jest dosyé skomplikow.
1 wymaga rozpatizenia odleglosci miedzy By i By oraz szeregu katéw. My ogr:
czymy sie do rozpatrzenia tylko jednego niezmiennika metrycznego, a mian
odleglosci, kidra jak zazwyczaj okreélimy za pomoca wzory

d(BhB2 mf“bl—bﬂ | by € By, by € By}

Wspding prostopadle do By, By nazwiemy taka pare punktéw b, € By, by € B;
wektor by — by jest ortogonalny (prostopadiy)} do przestrzeni kierunkowych B1'1'
Bytoby wlasciwiej nazywaé tak odcinek {tby + (1 — )b, | 0 < ¢ < 1}, :

17. Stwierdzenie. a) Wspdlna prostopadfa do By i By zawsze istnieje. Zbio
takich wspdlnych prostopadlych jest bijektywny z czedciq wspding przestrzeni kier
kowych B} £ Bg. .

b} Odleglosé By od By jest réuna dtugosei ich wspdinej prostopadie; |by — ba

Dowdéd. a) Niech M;, M beds przestrzeniami kierunkowymi B i odpowi'é_'d
By, i niech ¥, € By, b € B;. Zrzutujemy wektor b} — b, prostopadie na Mj + M
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iszmy ten rzut w postaci my + mg, m; € M;. Dalej oznacamy by = by — my,
B, + my. Mamy oczywiscie b; € B; oraz

M—@my—yw@m+mg@mﬁ+mg%'

'ka,za,lzsmy wiec, ze {by, by} jest wspdlng prostopadia do By, Bs.
N:ech {b;, b2}, {b b,} beda dwiema wspdlnymi prostopadiymi, Wtedy b — ; €

by — by € (My + My)*, ¥ — b, € (M + M)t

C(My + M)t a wiec jest réwna zeru. Stad wynika, ze by — b} = b — b, €
M. Odwrotnie, jesli {b;,b;} jest ustalona wspdlna prostopadia i m € MyNAM;,
{b;+m, bo+m} jest takze wspdlng prostopadia. To konczy dowod pierwszej czqscz
w1erdzema

b) Niech {b;,bz} bedzie wspdlng prostopadla do By, Ba, a b € B1, b € B,
owblng inng para punkidw. Wystarczy wykazaé, ze 1oy — bp| < lb' — b l{stotme,

by — by = (by — ba) + (b] — b1) + (ba — B).

‘c_iiej' mamy (b — by} + (by — b)) € My + M, a wektor &, — b, jest ortogona!ﬁy do
i + Ma. Z twierdzenia Pitagorasa wynika

By B5J% = |by — baf® + (B — by) + (b2 — B)]F > by — by,

a to koficzy dowdd.
- Na zakofczenie wyprowadzimy pozyteczna charaktcryzm je¢ podprzestrzeni afi-
nicznych.

'18. Stwierdzenie. Podzbidr S C A jest podprzesirzeniq afinicang wiedy i tylko
wtedy, g9dy wraz z kazdymi dwoma punktami s, t € § zewiera on calg prosiq prze-
thodzqeq preez te punkty, tj. ich powloke aﬁmcznq

" Dowdd. Prosta, przechodzaca przez punkty s, t € S, jest zbiorem {as+(1—xz)t |
2 € K}. Zatem koniecznoé¢ sformnlowanego warunku wynika ze stwicrdzenia p. 9.
Odwrotnie, niech ten warunek bedzie spelniony. Poniewas na mocy tego samego re-
zultatu powloka afiniczna S sklada sie ze wszystkich bdryu'ntryc znych kombinacji

punktow S, bedziemy sprawdzad, ze takie kombinacje Z 7;3; nalezg do S, Przepro-
=1
Wadzzmy indukcje wzgledem n. Dlan =1,2 stw;erdmnm jest. ocnywiste. Nlech wigc

n > 2 i niech teza bedzie spelniona dla liczb mniejszych od n. Przedstawimy }: £:8;
(=3

W postaci

-2

X L x;
ylz~8{+y2 Z —3;,
¥ Y2

=1 J1 [ X
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n—2
gdzie y, = E Ziy Yo = g + T (mMozemy przyiaé, se obydwie sumy nie sa¢

zern, bo w przeciwnym przypadku suma §: #;8; € § na mocy zaloZenia indy
=1 I
nego). Mamy oczywiscie

T2 n

% z
S
=t N e B2
n-2 2 n :
Stad wynika, ze obie sumy Z ~y—’-s,-, E -——sg naleza do S, a wiec takze 1ch bary
i=1 J1 f=n—-] 92

centryczna kombinacja o wspélezynnikach yy, ¥, nalezy do 8. To koticzy dow :

Cwiczenla

1. Okreélimy ¢-ta érodkows ukladu punktdéw ay,...,a, € A jako odcinek zcz;
punkt ¢; ze érodkiem ciezkosci pozostalych punktéw {a; .| ¢ # j}. Dowies
wszystkie $rodkowe przecinaja sie w jednym punkcie — $rodku ciezkodci uk
A1y esyBn.

2. th miedzy dwiema prostymi w afinicznej przestrzeni euklidesowej tc) k3
miedzy ich przestrzeniami kierunkowymi. Dowiedc, ze dwie konfiguracje, zlozon,
dwdch prostych kazda, sg izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy katy i odlegio
miedzy prostymi w obu konfiguracjach sa jednakowe.

3. Kat miedzy prosta a podprzestrzenia afiniczng wymiaru > 1 to kat miedz
kierunkiem proste] a jego rzutem na przestrzen kierunkowa podprzestrzeni. Uogol
wynik éwiczenia 2 na konfiguracje zloZone z proste] i podprzestrzeni.

§ 4. Wielo$ciany wypukle i programowanie liniowe -

1. Sformulowanie zagadnienia. Podstawowe zadanie programowania lin
wego mozna sformulowaé w nastepujacy sposob. Jest dana skoriczenie wymiarow
przestrzen afiniczna A nad ciatem liczb rzecaywistych R oraz m + 1 funkcji afinic
nych fi,..., fm; f: A — R. Nalezy wyznaczy¢ punkt lub punkty ¢ € A, spelniajac
warunki fi{e) 2 0,..., fu{a) > 0, w ktérych funkcja f przyjmuje najwieksza mo
liwg przy tych wa,runkach wartosc.

Do tego sformulowania mozna tez sprowadzic¢ ten wariant zagadnienia, w ktory
niektére 2 nieréwnosci sg skierowane w przeciwna strone, fi(a) £ 0, lub (1) poszuk
wana jest najmniejsza dopuszczalna wartoé¢ funkcji — wystarczy zmienié znaki te
lub innych funkeji danych w zagadnieniv. Podobnie warunek fi(a) = 0 jest réwne
wazny z koniunkcja, warunkéw fi(a) > 0, — fi(a) > 0. MoZna tez przyjac, ze zadn
z funkcji f; nie jest rowna stalej. g

2. Motywacja. Rozwazmy nastepujacy matematyczny model produkcji. Z:
lozmy, ze pewne przedsiebiorstwo wykorzystuje do produkeji n typdw produktow 7
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dzajéw rozmaitych surowcéw. Ilodci surowcdw i produkidw w odpowiednich dla
jednostkach wyrazane sa nieujemnymi liczbami rzeczywistymi (pominiemy w
zych rozwazaniach przypadek, gdy nalezy w tym celu ugywadé liczb calkowitych,
p. pray produkcji samochodéw — jednakze przy duzych wielkodciach produkcji
apotrzebowania na surowce nawet taki praypadek mozna z dobrymi rezultatami
yblizaé naszym »claglym” modelem).
‘Plan produkcji jest przedstawiony przez wektor {z1,...,2,) € R, ktdrego wspdl-
dna ; reprezentuje wyprodukowa,n@ ilos¢ j- -tego produktu Zastosujemy liniowy
opis zuzycia surowedw w procesie produkeji, przyjmujac, ze do wyprodukowania jed-
tkowe] ilosci j-tego produktu zostaje zuzyte a;; Jednostek ilodci i-tego surowca,

Jo wykonania planu produkcji {z1,...,2z.) potrzeba Z a;;x; jednostek ilosci i-tego
. &

owca. Dostawy surowcédw do przedsiebiorstwa sa opisane przez wektor (by, ..., by)
a wspolrzedna odpowiada otrzymaniu b; jednostek i-tego surowca. Zatem pIa,n
ze zostal tylko wiedy zrealizowany, gdy spelnione sa warunki

filzy,.. . z0) mb;w—Za;j.’rij, t=1,...,m.

i=1

B:@'dziemy zawsze zakladaéd, Ze te warunki sg niesprzeczne.
Przyjmijmy dalej, ze przedsigbiorstwo pobiera cene ¢; za jednostkows ilosé i-tego
rodukti. A zatem funkeja

fl@r, .. 2n) = iciwi

1]

edzie wyrazac¢ dochdd tego przedsiebiorstwa. Plan produkeji {z1,. .., z,) nazwiemy
ptymalnym, jesli f(z) osiaga najwigksza warto$¢ mozliwg przy ograniczeniach f; >
0,z > 0 (i = 1,...,n). Ten ostatni warunek oznacza, %e przedsigbiorstwo nie
uzupelnia produkowanych wyrobdw z zewnatrz — przez zakupy lub z zapaséw.

- Widzimy, Ze zagadnienie wyboru optymalnego planu jest szczegdlnym przypad-
“kiemn zagadnienia sformulowanego w punkcie 1.

Jest zrozumiale, ze praktyczne zastosowania programowania liniowego wyma-
aja opracowania konkretnych algorytmow wyszukiwania optymalnego planu, ktdére
mozna stosowad badz odrecznie, bad? przy uzyciu maszyn liczacych. Ograniczymy
-sie tu do przedstawienia geometrycznych aspektdw zagadnienia wspdlnych dla kon-
strukcii takich algorytmdw.

. 3. Podstawowe pojecia geometryczne. Ustalmy skoniczenie wymiarows, prze-
“stezen afiniczng A nad cialem R. Litera f 2z ewentualnymi indeksami bedzie oznaczad
funkcje afiniczne na A. '

o Pélprzestrzeniq nazwiemy zbiér punktdéw postaci {a € A|f } = 0}, gdzie f jest
funkcjg afiniczna résng od stalej. Wieloscianem nazywamy czedé wspdlng skoniczonej
liczhy pétprzestrzeni.
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Przypomnijmy, ze podzbiér § C A nazywa si¢ wypuklym, gdy ay; ¢
0 < z <1 implikuje zay + (1 =~ z)a; € S. Poniewaz f(zay + (1 — z)ay) = »f
(1 — z)f(a2), wigc kazda pélprzestrzefl jest wypukla. Dalej, kazdy wielode,
wypukly, co wynika stad, ze przeciecie dowolnej rodziny zbiordw wypukiy
zbiorem wypuktym. Punkty ze; + (1 —2)a; dla 0 < z < 1 quzxemy n:
punktami wewngtranymi odcinka o koncach ¢4, a3.

Niech S bedzie zbiorem wypuklym. Podzbiér wypukly T cSs be;dmerny B3
Sciang S, gdy dowolny odcinek o koricach nalezacych do S, ktérego jakis
wewnetrany nalezy do 7', jest caly zawarty w T. Caly zbidr S jest swojy
iciana. Sciana S skladajaca sie 2 tylko jednego punktu nazywa sie wierzchot
S. Czytelnik powinien odwolaé sie do wyobrazen szeScianu, cémioscianu ¢z
wieloéciennego w przestrzeni trdjwymiarowej, aby nabraé pogladowego wyo
. 0 sytuacji rogwazanej w zagadnieniach programowania liniowego. Dla tyc
$cianami — w znaczeniu naszej definicji — beda éciany, krawedzie i wierze
szkolnej geometrii oraz cala figura. Wierzchotkami kuli beda wszystkie punk y
na jej powierzchni.

Najwazniejszym wynikiem tego paragrafu bedzie wykazanie, ze maksimu!'n:'
cji afinicznej na wieloscianie ograniczonym (ten przypadek wystepuje najczese
zastosowaniach) jest osiagane na jednym z jego wierzcholkdw, ktdrych liczba
skoficzona. Najpierw jednak zapoznamy sie blizej z budowa wielo$ciandw i ich ée

4. Lemat. Czesé wspdlna rodziny scian 1 Sciana sczang thioru wypuktego
Scianami S.

Dowdd. a) Niech T = NTi, gdzie T sg scianami 5. Dowolny odcinek o k o7

w S, ktdrego punkt wewnetrzny nalezy do T;, jest zawarty w 1;. A zatem, jesh
punkt wewnetrzny nalezy do T, to i on sam nalezy do T
b) Niech Ty C T C §, gdzie T jest sciang 5. Dowolny odcinek o koncach na
cych do 8, ktorego pewien punkt wewnetrany naleiy do T}, jest sam zawarty:
bo T jest sciang S. A wigc jego konce naleza do T', skad wynika, Ze jest zawar
Ty, bo T} jest éciana T

5. Lemat. Niech S bedzie wieloscianem zdefiniowanym przez nierdwnosci fi
i =1,.:.,m. Wowezas dla dowolnego 1 wieloseian S; = SN{a | fi(a) = 0} jest
zbiorem pustym, albo dciang S.

Dowéd. Niech S; bedzie niepusty, a;, a3 € § 1 niech wewnetrzny punkt odein
zay + (1 — z}a; nalezy do S;. Funkcja z v fi(zay + (1 — z)a,) jest liniowa, 2
sie w punkcie 0 < zo < 1, a ponadto jest nieujemna dla z = 0 i x = 1. Zatern m
byé tozsamosciowo zerem, skad wynika, ze caly odcinek nalezy do S;.

6. Lemat. Rdzna od stalej funkcja afiniczna f okreslona na wieloéciam'e.:S:
{a | fila) > 0} nie moze prayimowaé wartodci maksymalnej w punkcie a €
ktarym fi(a) > 0 dla wszystkich 1.



§ 4. Wielogciany wypukle i programowanie liniowe 223.

Dowéd. Poniewaz f nie jest stala, wiec D f 5£ 0. W przestrzeni wektorowej L
warzyszonej z A wybierzmy wektor [ € L, taki ze D f(I) # 0. Mozemy przyjaé, ze
([) > 0, zamieniajac w razie potrzeby znak [. Jesli liczba ¢ > 0 jest dostatecznie
a 6raz a &€ 5,t0 fila+ &by > 0 dla wszystkich 7 = 1,...,m — wystarczy obrad

mm ]]..;;( @) ik Zatem dla takich ¢ mamy a + &f € S. Jednakze fla + el) E

__+'5Df(l) > f(a), wigc f(a) nie jest maksymalna wartoscig f.
Teraz mogemy juz wykazac nasz zasadniczy rezultat.

Twierdzenie. Jeslhi funkcje afinicana f jest ograniczona z géry ne wielodeia-
-§, to osigga swe wartosci maksymalne w punktach nalezqeych do pewnej Sciany
tora takze jest wieloscianem. Jesli ponadio S jest ograniczony, to f osigge war-
¢ maksymalng w punkcie bedgeym wierzchotkiem S.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje wzgledem wymiaru A. Przypadek dim A =
~est oczywisty. Zaldézmy wiec, 2e dimA = n i Ze dla wymiaréw mniejszych od
twierdzenie zostalo wykazane. Niech 5 bedzie zadany przez uklad nierdwnosci
i_> 0,...,fm = 0. Ponlewaz S jest zbiorem domknietym, ograniczona z gdry
a tym zbtorae funkcja f osiagga wartos¢ maksymalng w pewnym punkcie a. Jesli
(a) > 0,..., fula) > 0, to na mocy lematu p. 6 f musi by¢ funkcja stata, a w
' zegdinos’ci swoj@ jedyna warto$é przyjmuje na calym zbiorze S. Jesli tak nie jest,
ymamy fi(a) = 0 dla pewnego i. To oznacza, Ze f osigga swa wartos¢ maksymalng
punkcie nalezacym do niepustego wielodcianu S;, bedacego éciang S i zawartego w
odprzestrzeni afinicznej {a | fi(a) = 0} o wymiarze n — 1, gdy% f; nie jest stala. Z
salozenia indukcyjnego wmosku}emy, ze maksymalna wa,rtosc obciecia f do S; jest
siggana we wszystkich punktach nalezacych do pewnej wielosciennej éciany Si. Na
ocy lematu p. 4 jest to takie éciana §, a to, e jest ona wielodcianem, wynika,
.-st@d 1% jest wyznaczona przez uklad nierdwnodci, zlozony z defininjacyeh ja w 5;
nierownoscl, po przedluzemu ich lewych stron do A oraz rownowaznego z dwoma
erdwnoéciami réwnania f; = 0.

7 Teraz przez indukcje wzgledern wymiaru powloki afinicznej S po%a,zemy, ze do-
wolny wieloscian ograniczony ma przynajmniej jeden wierzcholek. Dla wymiaru réw-
-_i'ze'g"o zeru to oczywiste. Rozwazmy przypadek wymiaru wiekszego od zera. Mozemy
uwazal, ze powloka afiniczna S jest réwna przestrzeni A. Rozpatrzmy dowolna réing
;od stalej funkcje afiniczna na A. Musi ona osiggac na § swg wartodé maksymalna, bo
S jest zbiorem domknietym i ogramczonym, a zbidr punktéw, w kidrych to maksi-
qum jest osiagane, jest niepusty Sciang 5. Jest to ograniczony wielodcian, o (smsl )
-_mmejszym wymiarze powloki afinicznej. Na mocy zaloZenia mdukcygnego zawiera
wierzcholek, ktdry jest takze wierzcholkiem S wobec lematu p. 5.

- Wreszcie, niech S bedzie ograniczony, a T' niech bedzie wieloscienny éciana S,
na ktére] wyjéciowa funkcja f osiaga swa wartodé¢ maksymalna. Wtedy dowolny
wierzcholek T, ktdrego istnienie wlaénie wykazalidmy, jest poszukiwanym wierschot-

kiem S.



224 Czesé 3. Geometria afiniczna i rzutowa

§ 5. Funkcje kwadratowe afiniczne i kwadry

1. Definicja. Niech (A, L) bedzie przestrzenia afinicana nad cialem K
rowanie Q: A — K nazywamy funkcjg kwadratowq ne (A, L), jesli istniéjad
ay € A, forma kwadratowa ¢: L — K, forma liniowa I; L — K oraz sta,la
takie ze dla wszystkicha € A :

Q(a) = ¢(a~ao) + l{a —ao) +c.

Forma ¢ nazywana jest czgseiq kwadratowq @, a | — czgseiq liniowq Q wag
punktu ao. Oczywiscie, ¢ = Q(ao). Przede wszystkim pokazemy, ze ,kwadrato
Q@ nie zalezy od wyboru punktu ag. Dokladnie], niech symetryczna forma dwulini
g na L bedzie formy, biegunows ¢. Jak zazwyczaj zakladamy, ze charakterystyk
K jest rézna od 2.

2. Stwierdzenie. Jesh Q{a) = ¢(a~aq) +1{a~ag)+¢, to dla dowolnego
ay € A mamy .

Qla) =gle —ap) + I{a ~ ag) + ¢,
gdzie
H{m) = {{m) + 29(m, o — a0}, ¢ = Q(ag).
W szczegdlnodei, zamiana punkly oo na afy zmienia tylko czedé liniowq z stal

rozkladzie ().
Dowdd. W istocie,

gla — ao) = g{(a — ap) + (ag ~ a0)) =
= gla — ap) + 2g(ao ~ ag, ap ~ ao) + ¢(ay — ao),
oraz '

ia — ao) =1((a — a5) + (a5 — a0)) = {(a — ap) + {{af ~ ao),
czego nalezalo dowies¢.

3. Punkt ao bedziemy nazywad punktem srodkowym funkcji kwadratowej
czesc liniowa @ wzgledem aq jest réwna zeru. Wyjaénieniem tej nazwy jest obser
cja, ze punkt ap jest Srodkowy wiedy i tylko wtedy, gdy @(a) = Q{ao—{a —ao
kazdego a; istotnie, réznica miedzy wyrazeniami po lewej 1 prawej stronie w. o
nodci jest réwna 2/(a ~ ap), bo g(a — ag) = ¢(—(a — ag)). Geometryczny sens teg
warunku jest zawarty w obserwacji, #e przy takim utozsamieniu A z L, pray ktés
punkt a; odpowiada srodkowi ukladu, funkcja Q jest symetryczna wzgleder odb
m e —m.

Srodkiem funkcii Q bedziemy nazywac zbior jej punktéw srodkowych.

4. Twierdzenie. a) Jesli cz¢8¢ kwadratowa ¢ funkeji @ jest mezdegenerowan
to Srodek Q zawiera tylko jeden punk.
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:Jedli q jest 2degenerowana, to albo srodek (} jest pusty, albo jest podprzestrzeniq
g A o wymiarze dim A — r{q) (r(q) oznacza rzqd q), kidrego przestrzeniq

runkowe jest jadro g.

djwod. Obierzmy dowolny punkt g € A4 i zapiszmy @ w postaci g{a — ae) +
a0) + ¢. Na mocy stwierdzenia p. 2 punkt af € A bedzie punktem srodkowym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy réwnosé

. I(m) = ~2g(m, & ~ ao)

--sp'e}niona, dla wszystkich m € L. Gdy af, przebiega (cala) przestrzen A, wtedy
ktor g — Co przebiega cala przestrzen L i wartodciami funkcji liniowej argumentu
€ ‘M danej przez —2g(m, af — ag) sa wszystkie elementy przestrzeni L* naleZage
obrazu kanonicznego odwzorowania §: L —» L* wyznaczonego przez forme g.

Jedli ¢ jest niezdegenerowana, to § jest izomorfizmem. W szczegolnosci, istnieje
noznacznie wyznaczony wektor af ~ ag € L, ktorego obrazem jest m%l € L

g( '-.,'aa - ag) = —-é—l(-). W tym przypadku punkt a} jest jedynym pantem

&kowym funkeji Q.
:Jesh q jest zdegenerowana, to mamy dwie mozliwoéci. Pierwsza, e ———l nie nalezy

dbbrazu g, a witedy @ nie ma punktdw centralnych. Druga, ze Y nalezy do obrazu

2
W tym przypadku dla kazdych dwdch punktow af, af spelniajacych
g(+, a5 —ao) = (-, @y~ a) = =31(-),
hodzi a) — aff € Ker§. Takie odwrotnie, jesli g(-, aj — ao) = —%l( } oraz aj €

0—}- Kerg, to
a(-,ag - ao) = ~2I(-).

ten sposéb sprawdzilismy, ze srodek @ jest podprzestrzenia afiniczna oraz ze
Kerg, tj. jadro g, jest jego przestrzenia kierunkowa, co koticzy dowdd.

Teraz jestesmy w stanie wykaza¢ twierdzenie o sprowadzeniu funkcji kwadrato-
¢j () do postaci kanonicznej w odpowiednim afinicznym ukladzie wspdlrzednych
i€1y...,€x}, gdzie {e;} jest baza L, ag € A. Przypomnijmy, ze punkt a @ A jest

7 fakim uk}adzw reprezentowany przez wektor (z1,...,%,), gdy @ = ap + 2 zie;.

- b. Twierdzenie. Niech Q) bedzie funkcjq kwadratowq na przestrzeni aﬁmczne] A.
Wowezas istnieje taki afiniczny uklad wspdtrzednych w A, w ktdrym Q prayjmuge
tdng = poniiszych postaci

a) Jesli q jest formg niezdegenerowang, to

n
Q(ml,...,xn)=21\,~x?+c, Ai, c€ K.
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b) Jedli ¢ jest formq zdegenerowang rzgdu v oraz Srodek Q) jest niepﬁst

Qz1,.. .y @)= Y Nzl +e, ki, c€ K.

i=l

c) Jedli q jest formq zdegenerowang rzedu v oraz srodek Q) jést pust

Ky, .yzp) = Z)\,-m? + Zpp1, M€K,

FE3)

Dowdd. Jesli ¢ jest niezdegenerowana, to jako ao wybierzemy punk
kowy Q. Wtedy Q(a) = g¢{a — ao) + ¢. Jako e,...,e, wyblerzemy b&?@' '_
ktérej ¢ wyraza si¢ suma kwadratow ze wspdlczynnikami. Taki sam wybérp,
do celu zawsze, jesli tylko érodek jest niepusty. :

Jesh srodek () jest pusty, to zaczniemy od wyboru do:volnego punktu a

{e1,... e}, w ktdrej czes¢ kwadratowa @ ma postac Z Azt Niech w. te

czedé liniowa wyraia, si¢ wzorem [ = Z pizi. Twierdzimy, 2e p; # 0 dia pe
1] :

7 > r.-Rzeczywiscie, w przeciwnym przypadku = 2 piz; 1 mozemy przedstaw:
i=1
w postaci

Z/\m -|-Z,u,:v,+c Z/\ (mt ﬂ) 4.
fml ‘

Stad wynika, ze ag — z -gj»\ie,‘ jest punktemn érodkowym @, co przeczy zaloZeniy
£ 9% il

érodek jest pusty. g

Jedli pt; # 0 dla pewnego j > r, to uklad funkcjonatéw {e!,...,e", 1} jest li
niezalezny. Mozna go uzupeini¢ do bazy L* i wtedy w dualnej bazie przestr
L otrzymamy dla @ wytazenie postaci Z Nz? + Tpgs + ¢, przy czym- TFL

funkcia na L jest rowna [. Jest wiec ;asne ze istnieje punkt, w ktorym funkcg
ma wartos¢ zero, np. punkt, kidrego wspéirzedne w tym ukladzie sa dane
Ty = =2, =0, 2,41 % —¢ Trpz = =1, =0 Zaczynajqc Ronstrnkq

wyboru tego punktu dochodzimy do wyrazenia ) w postaci E Ar? b2y
i=l

6. Uzupelnienia, a) Zagadnienie jednoznacznosci postaci ica,nonécznej sp

dza sie do rozwigzanego juz zadania o formach kwadratowych. Jesli ¢ jest ni

generowana i w pewnym ukladzie wspolrzednych ma postad Y. Aiz? + ¢, topt

i=1
(0,...,0) jest srodkiem, a wiec jest wyznaczony jednoznacznie, stala ¢ Jest tez

znaczona jednoznacznie jako wartoéé @ w srodku, a dowolnoéé w wyborze osi
wspdtczynnikéw jest taka sama, jak dla form kwadratowych. W szczegdlnosci, 1
R mozna przyjaé, ze A; = &1 1 jedynym niezmiennikiem okaze sie sygnatura
C mozna przyjaé, ze wszystkie ); = 1.
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Pmypadku zdegenerowanym z niepustym srodkiem, poczatek ukladu wspdl-
"ych mozna wybraé¢ w dowolnym punkcie érodka, ale stala ¢ jest mimo to wy-
jona. jednoznacznie, bo wartodé @ we wszystkich punktach érodka jest ta sama.
nie; jedli @, ap naleza do $rodka, to I{a — ag) = 01 ¢g{a — @) = 0, bo @ — ao
y do jadra g. Do czesci kwadratowej mozna zastosowad poprzednie uwagi.

- koncu, w zdegenerowanym praypadku i bez punktu srodkowego poczatek
‘mozna obra¢ w dowolnym punkcie, gdzie @ przyjmuje wartosé zero, a do
wadratowej moina zastosowaé poprzednie uwagi.

)'._Jééli A jest euklidesowa przestrzenia afiniczng, to () przyjmuje postaé ka-
gng W bazie ortonormalnej. Liczby Ai,..., A, sa wyznaczone jednoznacznie.
:'Inosc: w wyborze $rodka jest ta sama, co 1 w czysto afinicznym przypadku,
wolnoéé w wyborze osi jest ta sama, co dla form kwadratowych w przestrzeni
wej euklidesowej.

:{'Kwadryki afiniczne. K wadrykq afiniczng nazywamy zbidr postaci {a € A |
= 0}, gdzie @ jest dowolna funkcja kwadratows na A. Rzut oka na formy kano-
Q praekonuje ze do zbadania typéw kwadryk mozna wykorzystaé wszystkie
ki § 10, czedci 2.

Rozpatrzmy problem jednoznacznodei funkeji @ zadajacej da,nac kwadryke; afi-
sng nad cialem R. Po pierwsze, moze sig zdarzyc ze kwadryka jest podprzestrze-

ﬁmcznag A (byé moze pusty): réwnanie }: x} = 0 jest réwnowazne z ukladem

:ownan ¢ ==z =0 Dlar>1 1stn1eje wiele nleproporcgonalnych funkcji

adratowych zadajacych jedna i te sama kwadryke, np. §: Az? = 0 z dowolnymi
0. Pokazemy, Ze w pozostatych przypadkach Odp()W1edZ jest prostsza.

. Stherdzeme Zatozimy, fe kwadryke afiniczna X, nie bedgea podprzestrzeniq
_mczncp, jest okreslona przez réwnania Q) = 0 oraz Qy = 0, gdzie G, Q2 sq
'kcjamz kwadratowymi. Wéwezas Q1 = AQ: dla pewnego skalara A € R.

_ _Dowod. Zanwazmy przede wszystkim, ze X nle redukuje sie do punkiu. Na
mocy stwierdzenia § 3, p. 18 znajdziemy dwa punkty a1, a; € X, ktérych powloka
niczna, tj. prosta, nie zawiera sie catkowicie w X.

Niech a1, a3 € X 1 niech prosta przechodzaca przez te punkty nie bedzie zawarta
(. Wprowadémy w A uklad wspdlizednych {aq,e1,...,¢e,}, gdzie e, = a3 — a1, a
tepnie wyrazmy funkcje Q) poprzez te wspdirzedne

Qi(zy,e oy T0) = A2% + {21, T )T + (22, 0oy 20m),

glzie I, 1Y sa funkcjami afiniczno-linjowymi, tj. wielomianami stopnia < 1 zmien-
mych 21,...,Z,~1. Poniewaz prosta przechodzaca przez ay = (0,...,0) i przez a; =
i0+0,0,1) nie zawiera sie w calodci w X, wiec A # 01 1(0)? — 4M%(0) > 0. Dzie-
W razie potrzeby (7 przez A mozemy prayjal, ze A = 1. Analogicznie mozemy
rzyjad, ze jako tréjmian kwadratowy wzgledem z,

Qa(z1y- - 2a) = 32 + B(21,. . Zpc1)Ta + (21, o)



228 Czesé 3. Geometria afiniczna i rzutowa

oraz I4(0)* — 4i7(0) > 0. Wiemy wiec teraz, ze () i @2 maja Jednakow
rzeczyw;stych pierwiastkéw i cheemy wykazad, ze Q1 = (.

Ustalmy wektor (¢1,...,¢.1) € R" i rozpatrzmy wektory (tcl,
t € R. Dla malej wartosci bezwzglednej ¢ wyrézniki tréjmiancw wzg]
Qi(ter, ... tener, &a) 1 Qa(tery. .., tenay, 2,) pozostajs dodatnie, a ich rzeq,
pierwaa,stk:, odpowiadajace punktom przec;qcza, jednej i tej samej prosteJ
identyczne. Stqd wynika, ze I] = I} i I = lj, w punktach (te;,. .., ¢tc, i)
L=Uilf =1, bo funkcje aﬁmczno—hmowe ktore sa identyczne na zbiorz '
fym, s3 tozsamosczowo rowne. W istocie, ich rdznica zeruje sic w pewnym ote
poczatku ukladu i dlatego zbidr ich pierwiastkéw nie moze byé wla.sc1wa£ po
strzenia, liniowa. To konczy dowdd.

§ 6. Przestrzenie rzutowe

1, Przestrzenie afiniczne otrzymujemy z przestrzeni liniowych przez nzatar
czatku ukladu wspdlrzednych”. Przestrzenje rzutowe mozna otrzymad z prze
liniowych co najmniej dwoma sposobami: .

a) dolaczajac do przestrzeni afinicznej ,punkty w nieskoriczonosei”, -

b) traktujac przestrzen rzutows jako zbidr prostych w przestrzeni liniowe

Jako punkt wyjécia wybierzemy konstrukcje b} — pokazuje ona wyrazn
norodnos$é przestrzeni rzutowe;. '

2. Definicja. Niech L bedzie przestrzenia liniowa nad cialtem K. Zbidr P(
stych (tj. jednowymiarowych podprzestrzeni liniowych) w L nazywamy prz
rzutowq wyznaczong przez L, a same proste w L nazywane sg punktami P(L

Liczbe dim L — 1 nagywamy wymiarem przestrzeni rzutowej P(L) i ozna
dim P(L). Jednowymiarowe i dwuwymiarowe przestrzenie rzutowe nazywamy.odp
wiednio prostq rzulowq i plaszczyeng rzutowq. Przestrzen rzutowa wymiar
ciatern K jest takze oznaczana przez K P*, P*(K) lub po prostu P™. Sens
dim P(L) = dim L. — 1 wyjasnimy za chwile. :

3. Wspdlrzedne jednorodne. Wybierzmy baze {eo,...,e,} przestrzen
Kazdy punkt p € P(L) jest jednoznacznie wyznaczony przez dowolny nie:
wektor na odpowiadajacej proste] w L. Wspdlrzedne tego wektora nazywamy
regdnymi jednorodnymi punktu p. Sa one wyznaczone z dokladnodcia do pomn
przez niezerowy skalar — punkt (Azo, ..., Az,) nalezy do tej samej prostej pi
stkie jej punkty otrzymujemy w ten sposob Ze wzgledu na to wektor wspolrz@dny
jednorodnych punktu p tradycyjnie oznaczany jest przez {zg: @y :...: &)

Z tego punktu widzenia n-wymiarowa kartezjoriske przestrzen rzutewa P(K
jest zbiorem orbit grupy multyplikatywnej K* = K \ {0}, wzgledem dz:alan
grupy na zbiorze niezerowych wektoréw K™+1\{0} zadanego wzorem A(Zq, . ;
(Azg,...,Azn), a (wo : 1 ¢ ... ¢ z,) jest oznaczeniem orbity zaw1eraJ@ce}. pl'm
(zoy-..,zn) g
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osi:uguja;c sie wspolrzednymi jednorodnymi mozna kllkoma roznymi sposobami
stawié strukture P™ jako zbioru. ‘
okrycie afiniczne P*. Przyjmijmy

U={(zo:zy:...02,) | 2:#£0}, i¢=0,...,n

P U U;. W klasie wektoréw wspoirze;dnych jednorodnych dowol-
iz
punktu p € U; znajduje si¢ jedyny wektor o i-te] wspolrzednej réwnej 1:

St et &) = {zofeic . 0l :z:n/:c) Pomijajac jedynke wi-
my, 76 U jest bijektywne ze zbiorem K™, ktdry mozemy z kolei interpretowaé jako
iarows kartezjanska praestrzen hmowad lub aﬁmczn@ Jednakze podkreslmy, ze
ychczas nie mamy zadnych powoddw, aby uwazaé, ze na U; jest jakakolwiek na-
13, niezalezna od wyboru wspélrzednych struktura liniowa czy afiniczna. Nizej
ey, 2e na U; mozna niezmienniczym sposobem wprowadzié tylko cala klase
Jtir afinicznych, ale zwiazanych kanonicznymi izomorfizmami, tak ze geometrie
jgiiracji afinicznych w dowolnej z tych'struktur beda jednakowe.

Ihiér U; & K™ nazwxemy i-tg mapq afiniczng P* (wzgledem zadanego ukladu
élrzgdnych). Punkty ), ..., yl) € U oraz (yF}, oy e U dlai # j odpo-
daja temu sarhemu punktom P, nalezacemu do czc-;sc: wspolnej UinU;, wtedy
lko wtedy, gdy wektory otrzymane po zastapieniu przez 1 i-tej wspdlrzednej
wektora W, ..y oraz j-te] wspolrzqdnej wektorza (y7, ..., y) sa proporcjo-

®

Wszczegoinosc: P = UL, Uy & Uy = K punkt y € Uy przy y # 0 odpowiada
ktowi 1/y € Uy; punkt y = 0 € Up nie nalezy do Uy, a punkt 1/y = 0 ze zbioru
nie nalezy do Up. Naturalnie bedzie przyjaé, ze P! jest otrzymane z Uy & K
éﬁ: dolaczenie jednego punktu o wspdirzedne] y = co. Uogdlniajac te konstrukcje
trzymujemy. :
b Rozkfad symplicjalny P™. Przyjmijmy

Vi={{ze:...:2,) |2, =0 dlaj<i, & #0}.

wasc1e VomUpi Pr= U V;, ale tym razem wszystkie V; sa parami rozlaczne.

:iame wspolrzednych Jednorodnych dowolnego punktu p € V; znajduyje sie jedyny
ezentant z jedynks na i-tym miejscu; pomijajac t¢ jedynke i poprzedzajace ja
otrzymujemy, bijekcje V; z K ™%, Ostatecznie

Pt = K"'UK* K™ ... K® = K"yP* .

naczej méwige, przestrzerr P sklada sie z Uy ® K" z dotaczong do niej nieskon-
ie addalong (n — 1)-wymiarowa, przestrzen rzutowa, bedaca zbiorem punktéw
spolrzednych (0 : 2y : ... : x,); ta ostatnia z kolei powstaje z podprzestrzeni
cznej Vi przez dolaczenie do niej nieskosiczenie oddalonej (wzgledem V;) prze-
eni rzutowej P72, itd.
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c) Przestrzente rzutowe i sfery. W przypadku K = R lub C istﬁie
sposéb normalizacji wspotrzednych jednorodnych, nie wymagajacy wybhg
wej wspolrzedne] i dzielenia przez nia. Mianowicie dowolny punkt P? me;

zentowad poprzez wspdlrzedne (2o : ... ! &,) z dodatkowym warunkiem

tj. poprzez punkt n-wymiarowej (dla K = R) lub (2n+1)-wymiarowej (
sfery euklidesowej. Pozostaje przy tym nastepujaca niejednoznacanosés P
: Az} nalezy do sfery jednostkowej wtedy i tylko wiedy, gdy A = 17 ¢
dlaK Rl=e? 0<p<2rdla K=C. :
Tnaczej méwiac, n-wymiarowa rzeczywista przestrzen rzutowa RP" D
n-wymiarowej sfery S™ poprzez utozsamienie par punktow antypodye
zonych na przeciwleglych koncach jedne] srednicy). W szczegdinodei, RP!
jak okrag (rys. 1), a RP?* — jak wstega Mobiusa, do ktérej na jej granic
koto (rys. 2). )

B
a —
]
y b a a
b ¥
Rys. 1
/,_-—-—---..\\
// —
— j*
g2
Rys. 2 | _
Trudnie] ,zobaczyé” € P": cale kolo wielkie sfery §7*+!, zlosone z pun v
staci (zpe™ : ... : z,€") (gdzie v parametryzuje punkty tego kola) zostaje skl

jeden punkt CP". Pordéwnujac z przedstawieniem C' P! w postaci CU{o0} po
w punkcie b), widzimy bez trudnoéci, ze C P! mozna wyobrazaé sobie jak
miarows, sfere Riemanna, w ktdrej biegun pdlnocny odpowiada punktow
jak przy rzutowaniu stereograficznym (rys. 3). Zatem ten nowy model
przestrzeni ilorazowej sfery S° pozwala odkryé interesujace odwzorowanie S
ktoérego widknami s okregi S*. Jest ono nazywane projekciq Hopfa.
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dyskusp tego punktu catkowicie pominelidmy strukture liniowa, ktéra byla
dstaW& do konstrukcji RP* 1 CP", a za to wydobyhsmy wlasnodci topologiczne
p.zestrzem a przede wszystkim dch zwartosé. (Sc:sle mdwiae, w definicji P*
ylo mowy o zadnej topologii — wlasnie najwygodniej wprowadzad ja, uzywajac
orowan sfer 1 przyjmujac, ze zbiorami otwartymi w HP"* i CP" sg te zbiory,
ch: przemwobrazy w S™ i §%+1 g3 otwarte.) Dalej nie bedziemy sie postugi-
'O?oiogzad i przejdziemy do badania geometrii liniowej przestrzeni rzutowych.
nakze nie bedzie przesadne stwierdzenie, ze znaczenie RP" 1 CP™ w duzej mie-
'ochodm stad, iz sa one naturalnymi uzwarceniami R* i C™, pozwalajacymi na
agniecie podstawowych cech struktury liniowej do nieskoriczonoéci. Nawet nad
trakcyjnym clalem K, nie posiadajacym zadnej topologii, ta ,zwartos¢” prze-
i rzutowych przejawia sie szeregiem wlasnosci algebraicznych. Typowy pray-
na plaszczyZnie afiniczne] dwie rdZne proste na ogél przecinajg sie w jednym
cie, ale moga takze by¢ réwnolegle. To oznacza, 2e punkt ich przeciecia ,oddalil
do'nieskoniczonoéci”, a pray przejéciu do plaszczyzny rzutowej przyjemnie zaob-
wowaé jego powrdt: dowolne dwie proste rzutowe w tej plaszczyZnie przecinaja,

?r’ﬁéjdz”my teraz do systematycznego zbadania geometrii przestrzeni P

‘Podprzestrzenie rzutowe. Niech M C L bedzie dowolng podprzestrzenis,
a L. Wowczas P{M) C P(L), bowiem kazda prosta, zawarta w M jest jedno-
snie prosta zawarta w L.

Zbiory postaci P{M) nazywamy podprzestrzeniami rzutowymi w P{L). Oczy-
cie, P(M:NMz) = P(M)NP(M,) 1 to samo zachodzi dla dowolnej rodziny pod-
estrzeni. Stad wynika, ze rodzina podprzestrzeni rzutowych jest zamknieta wzgle-
e operacji przeciecia. Zatem w zbiorze podprzestrzeni rzutowych P(L) zawiera-
ch dany zbiér § ¢ P(L) istnieje najmniejsza ~— przeciecie wszystkich takich
przestrzeni. Nazywamy ja powlokq rzutowq S i oznaczamy S; jest ona iden-
ana z P(M), gdzie M jest powloka liniows, wszystkich prostych w L odpowia-
&]qéych punktom s € S. Przy przejéciu od par M C L do par P(M) C P(L)
yymiary zmniejszaja sie o jeden, a zatem kowymiar dim L — dim M jest réwny ko-
miarowi dim P(L) — dim P(M). Co wiecej, jak juz zauwazylidémy, P(M\NM;) =
MO)NP(M,), a P(M; + M,) jest réwne powloce rzutowej P(MyYUP{M;).
Wykorzystujac te uwagi, mozemy podaé rzutowy wariant twierdzenia § 5, p. 3
zesci 1. Zauwazmy jeszcze tylko, ze w zgodzie z definicja w p. 2 jako wymiar pustej
rzeni rzutowe] nalezy przyjaé —1 - ten przypadek jest w pelni realistyczny,
niepuste podprzestrzenie mogs, mieé puste przeciecie.

5. Twierdzenie. Niech P, P, bedq dwiema skoriczenie wymiarowymi podprze-
entami rzutowymi w przestrzent rzutowej P. Wowczas
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6. Przyklady. a} Niech P, P, beda réinymi punktami., Wtedy dim p
—1, diim P, = dim P, = 0, skad dim PLUP, = 1, co oznacza, ze powlok
dwoch punktéw jest prosta. Zgodnie z definicja pow}ok1 rzutowej, jest o'
prosta rzutowa, przychodzacy przez dwa punkty.

b) Zalézmy, ze dim Py + dim P, > dim P. Ze wzgledu na dim P1LJP2 <
mamy wtedy dim P,NP, = 0. Mdwiac inaczel, dwie podprzestrzenie rzuto'
rych suma ich wymiardw jest nie mniejsza niz wymiar przestrzeni je zawiera
majy niepuste przeciecie. W szczegdlnoéci, w plaszczyzn;e rzutowej nie wy
wrownolegle” proste — dowolne dwie proste albo przecinaja si¢ w jednym; pu
albo w dwdch, a wtedy (na podstawie przykladu a}) sy identyczne. Analo
dwie plaszczyzny rzutowe w trojwymiarowe] przestrzeni rzutowej musza a,lb
ciaé si¢ wzdluz prostej, albo byé identyczne. Plaszczyzna rzutowa i prosta w
wymiarowe] przestrzeni rzutowej albo przecinaja si¢ w jednym punkcie, albo
lezy w plaszczyznie.

c) Warunek PiNP; = § w przypadku P; = P(M,;) oznacza, ze MmMz
ze My + M, jest sumga, prosta.

7. Definiowanie podprzestrzeni rzutowych za pomoca réwnan. Funkej
niowy f: L — K na przestrzeni liniowej nie definiuje zadnej funkcji na P(L
przypadkiem f = 0), bo zawsze znajdzie sig prosta w L, na ktdrej funkcja
stala i nie ma sposobu zadania jej wartosci w odpowiadajacym punkcie P(
nakze rdwnanie f = 0 okresla podprzestrzen liniowa w L, a wiec takze podprzes
rzutowa w P(L). Jesli L jest skonczenie wymiarowa, to dowolnac podprzestrze
mozna zadad za pomoca ukiadu rownan

fi=r=fu=0.

Uzywajac wspdlrzednych jednorodnych w P* mozemy to zjawisko wyra.z;c 1
jaco - jednorodny uklad rownan liniowych

T
Sagu; =0, i=1,...,m,

F=0

definiuje podprzestrzen rzutows w I, skladajaca sie z punktéw o wspSlrze
jednorodnych {zg : ... : z,), kidre sq rozwiazaniami tego uktadu. Pomnozenie w:
rzednych przez A przeprowadza rozwiazanic iego uktadu na rozwigzanie. .

8. Podprzestrzenie afiniczne i hiperplaszczyzny, Niech M C L bedzie
przestrzenig liniowa kowymiaru 1. Wowezas (M) C (1) tez jest podprzes
kowymiaru 1 -— takie podprzestrzenic hedziemy nazywadé hiperplaszezyznam

Pokazemy teraz jak wprowadzi¢ na usupelnieniu Ay hiperplaszezyzny
strukture przestrzeni afiniczne] {Ay, M, +). Wybicrzmy w L rozmaitodé li
M’ = m'+ M, nie przechodzaca przez poczalek ukltadu wspdlrzednych. |
naturalng strukture przestrzeni afiniczne]  przesunigcicom e M w M’ jest
kowane przez przesuniecie o m w [, 1j. polega na dodawaniu m.
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7 drugiej strony, istnieje naturalna bijekcja Apr z M punkty A sa prostymi nie
cyml w M, a wigc kazda 2 nich przecina M’ w jednoznacznie wyznaczonym punk-
ktéry prayporzadkowujemy wyjsciowemu punktowi Ay, W ten sposéb mozemy
yfﬁaé kazdy punkt M’ i to tylko jednokrotnie. Strukture afiniczng rozmaitosci
fﬁ‘zenosimy za pomoca tej bijekcji na Ap. Jednakze niejednoznacznosé wyboru
prowadzi do niejednoznacznosci tak okreslone; struktury afinicznej na Ay Dla
wnania dwoch takich struktur wykazemy, Ze odwzorowanie tozsamosciowe Apr
iehie jest izomorfizmem afinicznym wzgledem tych struktur.

Stwierdzenie. Niech (Ap, M, +') i (Am, M, +") bedg dwiema struktvrami
m‘c'z:ﬂymi ne Ay, otrzymanymi za pomocy powyzszef konstrukesi. Wowezas odwzo-
anie tossamosciowe Ay na siebie jest izomorfizmem afinicanym, ktdrego czesé
wa jest pewng homotetiq M.

Dowdd. Zalézmy, ze dwie dane struktury afiniczne odpowiadaja podrozmaito-
iom '+ M i m” + M. Warstwy m’ + M i m" + M naleface do jednowymiarowej
restrzeni ilorazowej L/M sa proporcjonalne, moZna wigc przyjaé, ze m” = am’,
¢ K. Mnozenie przez a w przestrzeni L przeprowadza m’+ M na m” 4+ M i indu-
je tozsamosciowe odwzorowanie P(L) w siebie, wige takie i Ay w siebie. Z drugiej
oy przesuniecie o wektor m € M w warstwie m’ + M homotetia przeprowadza
, przesuniecie o wektor am € M w warstwie m” + M. To dowodzi stwierdzenia.

10. Whniosek. Zbior podprzestrzent afinicznych w Ap z ich relacjami incydencyi,
takze zbiory odwzorowan afinicznych Ap w inne przesirzenie afiniczne nie zaleiq
‘dowolnosci w wyborze struktury afinicznej Apy.

en wniosek wprowadza mozliwoé¢ traktowania dopelnienia dowolnej hiperpla-
czyzny w przestrzeni rzutowej po prostu jako przestrzeni afinicznej bez konieczno-
| dalszego precyzowania.

‘Rozwazmy teraz, jak wyglada przestrzed rzutowa P(M) ,z punktu widzenia”
zestrzeni afinicznej Ay,

11, Stwierdzenie. Migdzy punktami P(M) a klesami prostych réwnolegtych
Ay istnieje bijektywna odpowiedniodé. Inaczej mdwige, kazdy punkt P(M) jest
ierunkiem odchodzenia do nieskoriczonodel” w Apy.

ok

Dowéd. Utozsamimy Apr z m’ + M. Klasa prostych réwnoleglych w m’ + M
Jest wyznaczona przez swoja przestrzen kierunkowa w M, tj. przez punkt w P{M),
a odpowiednioéé jest bijekcja. '

12, W rzeczywistodci zachodzi mocniejsza wlasno$é: kazda prosta [ w Aps jed-
loznacznie wyznacza zawierajaca ja prosta w P(L), a mianowicie swoja powloke
zutows, [. Powloke rzutows otrzymujemy dotaczajac do I jeden jedyny punkt, ten
wladnie, ktéry nalezy do P{M) 1 jest ,punktemn w nieskoniczonosci” tej prostej. Cala
asa prostych rownoleglych w A ma wspolny ,,punkt w nieskoriczonosci” nalezacy
%0 P(M). Przy utozsamieniu Ay z m’+ M powtloka I odpowiada wszystkim prostym
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tej plaszcayzny w L, ktdra przechodzi przez ! i przestrzen kierunkows, | a-
nieskoficzonosci 1 — to sama, przestrzen kierunkowa.
Ogdlniej, niech A C Ay bedzie dowolna podprzestrzenia, afiniczna. W,
powloka rzutowa A w P(L) ma nastepujace whasnodci:
a) A\ A C P(M) - dolaczone zostajg tylko punkty w nleSkOIlCZOIIOSCI.

b) dim A = dim 4; :

c) A\ A jest podprzestrzenia rzutowa w P(M) wymiaru dim A —
wzgledu A nazywa sie takze rzutowym domknieciem A.)

Utozsamienie Ay z m' + M sprowadza sprawdzeme tych wlasnodci do : o
zastosowania deﬁnlel Istotnie, A sklada sig z prostych nalezacych do powl
niowej A C m' -+ M. Ta powloka liniowa jest rozpieta przez przestrzes k:erunk-
Lo podprzestrzeni A i dowolny wektor nalezacy do A. Zatem j jel wymiar jes
dimLg + 1 = dimA + 1, skad otrzymugemy dim A = dim A. Wszystkie pros
powloki liniowe]j przecinaja sig z m’' + M, tj. odpowiadaja punktom A, z wy
prostych nalezacych do przeshzem kierunkowej Lo. Te ostatnie nalezs do
i tworza przestrzei rzutows o wymiarze dimLg — 1 = dim A - 1.

§ 7. Dwoistodé rzutowa i kwadryki rzutowe - -

1. Niech L bedszie przestrzenia liniows nad cialem K, I* — pzrzestrzenmd
ista do L, tj. przestrzenia funkcjonaléw liniowych na L. Przestrzen rzutows,
nazywamy dwoistq do przestrzeni rzutowej P(L).

Kazdy punkt P{L*) jest prosta {Af} w przestrzeni funkcjonaléw liniowych
Hiperplaszezyzna f = 0 w P(L) nie zalezy od wyboru funkcjonalu f z tej prost;
jednoznacznie okresla calg prosta. Mozna to wyrazié mowiac, se punktami’ dw
przestrzeni rzutowej sq hiperplaszezyzny wyjsciowe] przestrzeni rautowes.

Jedli w L i L* zostaly wybrane bazy dwoiste i odpowiednie uklady wspo
aych jednorodnych w P(L) i P(L7), to ta odpowiedniodé przybiera prosta
hiperplaszezyznie w P(L) opisane] rownaniem

Za,‘:ﬂ,’ =6

[

odpowiada punkt przestrzeni P(L*) o wspélrzednych jednorodnych (ag : ...
Izomorfizm kanoniczny L — 1™ dowodzi symetrii relacji dwoistosci miedzy
dwiema przestrzeniami rzutowymi. Ogdlniej, formutujac wyniki § 7 czedci 1w
zyku rzutowym, otrzymamy nastepujaca relacje dwoistodci miedzy ukladami
przestrzeni rzutowych w P(L) i P(L*) (przyjmujemy w dalszym ciagu, ze przestr
L jest skoniczenie wymiarowa). s

a) Podprzestrzeni P(M) C P(L) odpowiada dwoista do niej podprzestr
P(M*) C P{L*), a przy tym

dim P(M) + dim P(M*) = dim P(L) — 1.
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b). Przeciecin podprzestrzeni rzutowych odpowiada powloka rzutowa dwoistych
aich, a powloce rzutowej — przecugc:e W szczegdlnodci, relacji incydencji dwéch
przestrzem (ti. zawieraniu si¢ jednej w drugiej) odpowiada relacja incydencji.
To pozwaia. na sformulowanie nastepujacej zasady dwoistosci rzutowej, bedacej,
Ia,s iwie mowiac, zasadq metamatematyezng, poniewaz jest ona stwierdzeniem do-
zacym jezyka geometrii rzutowe.

2, Zasada dwoistosci rautowej. Zaiozmy, Ze jest prawdziwe twierdzenie o kon-
gurdqach podprzestrzeni rzutowych w przestrzeniach rzutowych, ktdrego sformulo-
anie zawiera jedynie wlasnosci wymiardw, incydencyi, tworzenia przecied ¢ powltok
towych., Wéwezas twierdzenie dwoiste, w ktdrym wszystkie te terminy zostaly za-
pione terminami do nich dwoistymi zgodnie z zasadami popriedniego punktu, jest
fze prawdziwym twierdzeniem geometrii rzutowej.

~Prosty przyklad: twierdzeniermn dwoistym do twierdzenia ~dwie rézne p}aszczy-
ny W tréjwymiarowe]j przestrzeni rzutowej przecinaja sie wzdluz jednej prostej Jest
\astepujace ,przez dwa rézne punkty w tréjwymiarowej przestrzeni rzutowej prae-
chodzi jedna prosta”. (W paragrafie 9 zapoznamy sie z o wiele wiecej mowaqcyml
pwierdzeniami o konfiguracjach rzutowych.)

3. Dwoistoéé rzutowa i kwadryki. lzomorfizm przestrzeni liniowej L z prze-
strzeniac dwoists, L* pozwala utozsamic P( L*) z P(L), a wéwczas odwzorowanie
dwoistodci pomiedzy podprzestrzeniami rzutowymi P(L) i P(L*) mozna traktowad
jako odwzorowanie dwoistosei pomiedzy podprzestrzeniami P(L).

Zadanie izomorfizmu [ — L* jest réwnowazne z zadaniem niezdegenérowanego
ﬂoczynu skalarnego ¢: L x L ~» K. Rozpatrzymy bardziej szezegdlowo geometrie
dwoistosci rzutowe] w przypadku, gdy iloczyn skalarny ¢ jest symetryczny. Jak za-
yczaj, bedziemy zakladal, ze charakterystyka ciala K jest rdZna od 2. Wowczas
jest jednoznacznie wyznaczone przez forme kwadratowa, g{{) = g(I, 1).

Réwnanie ¢(!) = 0 wyznacza kwadryke Qo w L. Jej obraz ¢ w P{L) bedziemy

kze nazywaé kwadryka, a w zastosowaniu do teorii dwoistosci — kwadryky biegu-
nowq. Zauwazmy, ze Qo iest stozkiem o $rodku w poczatku ukladu: jedli [ € @y, to
cala prosta K zawiera si¢ w (Jo. Utozsamienie P(L) z nieskoriczenie oddalonymi
punktamz przestrzeni L prowadzi do utoZsamienia ¢) z podstawa stozka Q.
-0 Zgodnie z ogélna teoria ¢ i g okreflaja odwzorowanie dwoistodci zbioru pod-
-~ przestrzeni rzutowych P(L) w siebie; hiperplaszczyzna w P(L) dwoista do punktu
P € P(L) jest nazywana biegunowq punktu p (wzgledem ¢ lub Q). Aby zaznajo-
- mic¢ sig z geometrycznym znaczeniem tego odwzorowania, wyprowadzimy najpierw
 réwnanie hiperplaszczyzny biegunowej we wspdlrzednych jedrorodnych. Zaczniemy
: rozwazania od przestrzeni L. Niech réwnanie (Jy ma postaé

(3
q(zo,...,on) = Z ai;ziz; =0,  a; = aj.
‘,J.WO ‘ :

 Zwiazany z ¢ izomorfizm L - L* przyporzadkowuje punktowz (23,...,29) ¢ L
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ki)
funkcje liniowa, (2o,...,%.) = 3, ai;#lz; na L. Zatem réwnanie hiperpla
i\
biegunowej ma postac

7t
g
Z AT L5 = 0.

i,f=0

W szczegdlnodci, jesli (g, - --,930) € @, to hiperpfaszczyzna biegunawa" d
punktu zawiera ten punkt. Co wiecej, w takim przypadku jej réwnanie mo n
w postaci .

Z (a:o, (e — 2)) = 3 ayai(z; - 22) = 0.

J"l ,j=0

W elementarnej geometrii analitycznej (nad R) to rownanie okresla hs
czyzng styceng do Qo w nalezacym do niej punkcie (23, . .., 23). To uzasadniz
wadzenie nastepujacego okreslenia. T

4. Definicja. Hiperplaszczyzng stycang do kwadryki niezdegenerowane
P(L) w punkeie p € () nazywamy hiperplaszczyziie biegunowa do p wzglqdem
kwadratowe] ¢ wyznaczajacej ).

- Korzystajac z ogdlnych wlasnosci dwoistosci rzutowej mozemy teraz natychrm
odtworzy¢ geometrycznie znaczaca czeéé relacyi dwoistodcl i wyprowadzic s
pigknych i nieoczekiwanych twierdzen geometrycznych, jednoczesnie ilustruj
przyktadami. Przez @ bedziemy w dalszym ciagu oznaczaé (niezdegenerow na)
dryke w P? lub w P2

a) Niech @ C P2, a py, p; niech beda dwoma punktami kwadryki, p3 — pun
przecigcia stycznych do Q@ w p1 i'pa. Zgodnie z ogolng zasada dwonstoscx pun
odpowiada wtedy prostej pip, przechodzacej przez py i pa, tj. powloce. rau
p1ips.

Przyjmijmy, ze punkt p3 przemzeszcza sig. wzdiuz prostej [; przeprowadzmy
dego punktu prostej dwie styczne do Q i polgcamy punkty stycznosci. Woéweza
stkie w ten sposéb otrzymane ,cieciwy” @ przetng sie w jednym punkcie v, k
odpowiada prostej | na mocy dwoistodei. Jeszcze raz podkreslimy, ze dla do
potrzebne sa nam zadne rachunki: wynika on wprost z tego, Ze zgodnie:
zasady, dwoistosci powloka rzutowa punktéw ps, pf, pf, ... jest dwoista do przec1
dwoistych z nimi prostych, ktérymi sa wlasnie rozwazane cigciwy.

Jeden szczegdt zastuguje na specjalng uwage. Przeciecia par stycznych do pu
tow () moga nie zapelnial calej plaszczyzny. Na przykiad dla elipsy w RP.
kazanej na rys. 4 (narysowaliémy, oczywidcie, tylko czeéé afinicznej map
otrzymamy jedynie zewngtrze elipsy. Jak znalefé te proste, ktére odpowiadaj
wnetrznym punktom elipsy? Rysunek 4 podpowiada rozwigzanie: na mocy syme
dwoistosci nalezy przeprowadzié praez wewnelrzny punkt r pek cigeiw @, 2 nast@p
wyznaczyé punkty przecigeia stycznych do Q w praeciwleglych koncach tych' qu
— to wlasnie te punkty zakredla dwoista z punklem » prosta, f.



& 7. Dwoistosé rzutowa i kwadryki rzutowe 237.

i

Pa . p"s P3
{
oy P2
P [ P
T b
P1 2
Rys. 4

Opis odwzorowania dwoistosci otrzymany w ten sposéb staje sie niejednorodny.
my bowiem dwa sposoby konstrukeji prostej biegunowej { dla punktu r,

1) Jesli punkt r lezy zewnatrz elipsy @ (albo na niej), to nalezy poprowadzic z
ktu r dwie styczne do @ (albo jedna) i polaczy¢ punkty stycznosci prosta [ (albo
ac stycana ).

2) Jesli punkt r lezy wewn@trz elipsy. @, to nalezy poprowadzi¢ wszystkie proste
echodzace przez r i znalezé punkty przeciecia stycznych do ¢ wyprowadzonych
unktdw przeciecia z @ prostych wychodzacych z r. Mlejsce geometryczne tych
unktow jest prosta dwoista dla punktu r.

Jak sie okazuje, prayczyna tej trudnosci jest to, ze ciato podstawowe R nie jest
ebraicznie domkniete. Gdyby$my rozwazali przypadek CP?, moina byloby zasto-
owaé-oba sposoby, i to jeszcze dla kazdego punktu v € CP?. Prosta rzeczywista [
olozona zewnatrz rzeczywistej elipsy Q, w istocie takde przecina sig z nig, jednakie
' d_woch punktach zespolonych wzajemnie sprzezonych, i dwie sprzezone w sensie ze-
polonym styczne w tych punktach do @ prezecinaja sie juz w rzeczywistym punkeie
) lezacym wewnatrz Q. Z rzeczywistego punktu r lezacego wewnatrz (2, mozna réw-
iez poprowadz;c dwie zespolone wzajemnie spragione styczne do Q, ktorych punkty
cznosci leza na prostej rzeczywistej -— szukanej prostej [.

W tym sensie rzeczywista geometria rzutowa RP? jest jedynie czastka geometrii
2, Prawdziwie prosta i symetryczna teoria dwoistoéci ma miejsce dopierow C P?,
‘RP? odbija tylko jej czedé rzeczywista,.

: Klasyczna geometria rzutowa byla z znacznej mierze poéwiecona objasnieniu
zczego}ow tego pociagajacego $wiata konfiguracji skladajacych sie z kwadryk, cie-
W i stycznych oraz ,niedostrzegalnych” zespolonych punktdw stycznosci i przecie-
L. W istocie cala kwadryka moze nie mie¢ punktéw rzeczywistych, na przyklad
5+ zd + z3 = 0. Niemniej jednak widoczna cz¢$é dwoistoéci rozgrywa sie w RP?,
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b) Podamy jeszcze jedna ilustracje w przypadku tréjwymiarowym. Ro b
niezdegenerowang kwadryke rzutowa () w tréjwymiarowe] przestrzeni ra
przeprowadzimy z punktu r polozonego zewnatrz () plaszczyzny stycz
Wdwczas wszystkie punkty stycznodci leza w jednej plaszezyénie, a mianow
plaszczysnie dwoistej z 7. Przyczyna jest znéw ta sama: dwoista do przecieci
_szczyzn stycznodci jest powloka rzutowa punkiow stycznosci, 1 jesh wszystki
szcayzny styczne przecinaja sig dokladnie w punkcie v (to nalezy i mozn
w przypadku, gdy @ ma dostatecznie wiele punktow), to ta powloka rzatoy
by¢ dwuwymiarowa.

Komentarz dotyczacy zespolonych punktéw stycznosdel i przeciecia _]PS{'. tak
jak w przypadku dwuwymiarowym. :

Precyzyjne okreslenie dolaczenia brakujacych punktow przestrzeni rzqt
kwadryki w przypadku K = R wykorzystuje pojecie kompleksyfikacji (po 8
czesé 1),

5. a) Kompleksyfikacjg przestrzeni rzutowej P(L) nad R nazywamy pize
rzutowa, P(LC) nad C. Kanoniczne wlotenie L ¢ L€ pozwala przyporzaad
kazdej prostej nad R w L jej kompleksyfikacie — prosta LC nad C, ‘o
wlozenie P(L) C P(LC). Punkty P(L®) sa ,punktami zespolonymi” rzeczy te
przestrzeni rzutowej P(L). .

b) Izomorfizm L — L~ okreslony przez iloczyn skalarny ¢ na L 1ndukuje o
ksyﬁkowany izomorfizm LE — (LC)*. Jest on okreslony przez symetryczny il
skalarny g€ na LC, ktéry wyznacza kwadryke Q€ i dwoistodé rzutows w: P
W L€ i P(LC) jest okreélona operacja sprzezenia zespolonego, indukowana
antyliniowy izomorfizm L€ — T, bedacy tossamoscia na L ¢ LC. Pu;
lezace do P(L) sa punktami staltymi P(LC) wzgledem sprzezenia zespolon
nazywamy je punktami rzeczywistym’ Ogdlniej, podprzestrzenie rzutowe w.J
przeprowadzane w siebie praez sprzezenie zespolone s w bijektywnej odpowied
z podprzestrzeniami rzutowymi w P(L). Podprzestrzenie o tej wlasnosci nas
rzeczywistymi. Mozemy zatem te dwa odwzorowania, bedace wzajemnie odwro
bijekcjami, opisaé nastepujaco: *

(rzeczywzsta podprzestrzen rautowa w P{LC)) ws

(zbidr jej punktow rzecaywistych w P(
(podprzestrzert rautowa w P(L}) — (jej kompleksyfikacja w P(LC))

¢} Relacja dwoistosci w P(L) okre$lona przez ¢ jest otrzymana z relacji
istodci w P(LC), okredlonej przez ¢, za posrednictwem obciecia tej ostatn
ukladu podprzestrzeni rzeczywistych w P(L%), utozsamionego 2 ukladem podr
strzeni w P(L), jak w punkcie b) powyze]. Sprawdzenie wszystkich tych stwierd
po uwzglednieniu rezultatéw § 12 czesci 1 nie przedstawia trudnosci, a w rzet
stym ukladzie wspdlrzednych LY, pochodzacym 7 L jest catkowicie tautolog
Jedyna znaczaca strona tej sytuacji, zilustrowana poprzedzajacymi praykla
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ga na mozliwosci wystqpxema punktdw rzeczywistych na niewidocznych konfi-
; acjé;Ch zespolonych podobnych do lezacego wewnatrz elipsy punktu przecigcia
eczywistych stycznych do dwéch sprzgzonych w zespolonym sensie punktow tej

przypadku gdy cialo podstawowe K jest rozne od R, nalezy zamla,st komple-
acji postuzy¢ si¢ ogélnym funktorem rozszerzenia ciala podstawowego (np. do
- Jomkniecia algebraicznego). Jednakze sytuacja komplikuje sig z tego powodu,
smniast Jednego odwzorowania sprzezenia zespolonego nalezy uzywaé calej grupy
 dla wyréznienia obiektéw okreslonych nad wyjsciowym cialem (rzeczywistych

§ 8. Grupy rzutowe i rzutowania

1. Niech L, M beda dwiema przestrzeniami liniowymi, fi: L - M — odwzo-
aniem liniowym. Jeéli Ker f = {0}, to f przeprowadza dowolna prosta w L
noznacznie okreslong prosta w M, indukujac w ten sposéb odwzorowanie
P(L) — P{M), hazywane projektywizacjq f. W szczegdlnosci, jesli f jest izo-
fizmem, to P(f) nazywa sie izomorfizmem rzutowym. W przypadku Ker f # {0}
acja sie komplikuje, bo proste zawarte w Ker f, tj. stanowiace podprzestrzen rzu-
a P(Ker ) C P(L), przeprowadzane sa na zero, kidre nie okresla zadnego punktu
) 7 tego powodu projektywizacja P(f) jest okredlona jedynie na dopelnieniu
P(L)\ P(Ker f). Obydwa przypadki sa wazne, ale prowadza w réznych kie-
cach i z tego powodu rozwazymy je osobno. Najbardzie] istotne geometryczne
hy tej sytuacji pojawiaja sie juz dla L = M.

2. Grupa rzutowa. Niech M = L, a f, g niech oznaczaja dowolne elementy
py automorfizméw linjowych przestrzeni L. Nastepujace fakty sa oczywiste:

a) P(idy) = idpz);

b) P(fg) = P(f)P(g). ,

W szezegdlnoscl, kazde odwzorowanie P(f) jest bijektywne i P(f~1} = P(f)1.
bec tego P(f) tworza grupe przeksztalcen przestrzeni P(L), zwana grupg rzutowq
rzestrzeni P(L) i oznaczang symbolem PGL(L), a odwzorowanie P GL(L) —
'GL{L), f + P(f) jest surjektywnym homomorfizmem grup.

Kazde odwzorowanie P(f) odwzorowuje podprzestrzenie rzutowe P{L) w pod-
'strzeme rzutowe, zachowujac wymiary i wszystkie relacje incydencii.

Zamlast PGL(K)"™* bedziemy pisa¢ PGL(n).

3 Stwierdzenie. Zbior wszystkich homotetii przestrzent L jest jodrem odwzo-
owania kanonicznego P: GL(L) — PGE(L). Zatemm PGL{L} jest izomorficzna z
;q dorazowqg GL(L) | K™, gdzae K*={a-id|ac K\ {0}}.

Dowdd. Na mocy definicji Ker P = {f € GL(L) | P(f) = idpyy}. Kazda
omotetia przeprowadza kazda prosta na siebie, a zatem K* C Ker P. Qdwrotnie,
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kaidy element Ker P przeprowadza dowolng prosta w siebie i dlatego jést
nalny w dowolnej bazie L. Wtedy wszystkie jego wartosci wlasne musza, byé
Istotnie, niech f(e1) = Me, fex) = Azeq, gdzie ey, e, sa liniowo niezalezna:
z warunku f(e; + e2) = p(ey + €2} = Aey + Aze; otrzymujemy, 2e A = y =
oznacza, ze f jest homotetia, czego nalezalo dowiesé.

4. Odwzorowania P(f) we wspélrzednych. Jesli odwzorowanie hmo
raza sie we wspolrzednych przez macierz A: -

f(xa,...,.'ﬂn)mA‘[$0,...,(L‘n]

(iloczyn macierzy A przez wektor kolumnowy [zo, ..., %,}), to P(f) w odpow;aa,da'
cych wspotrzednych jednorodnych wyraia sie 13 sama macierza albo proporqo
do niej:

P(ffwo:...:2a) C(AA) - [70,...,2a], A €K™
Jedli ograniczy¢ sig tylko do rozwaZania pu‘nktéw z 29 # 0, dla ktdrych wspéi}z

jednorodne mozna wybraé w postaci (1 Y1: ...t yn) i tak samo zapisywad Wsp
rze¢dne obrazu, to wynik mozna wyrazi¢ za pomoca waoréw

P(f)(l :yl‘-'---1yn)=(1:y;:...:y;)=_

n n
= (aoe + 3 ayi s ao + Y aayi ... Qon Z amy,

=] 1=1 Froyl
n n
a1 + 3 @iy on + Y Gindi
1: Coi=1 . . i=1

a0+ Y Giodi ago + Y, Gioys

=1 i=1

(Naturalnie, P(f) wyraza sie analogicznym wzorem na zhiorze tych punktéw, gd:
z; # 0 dla dowolnego i.) Te wyrazenia nie maja sensu tam, gdzie mianowr
zeruje sie, tj. w tych punktach dopelnienia do hiperplaszczyzny zo = 0, kit
przeprowadzane s3 w te hiperplaszczyzne przez odwzorowanie P(f). Jesli _taki
punktdéw nie ma, to, wyrazajac P(f) poprzez wspotrzedne afiniczne (y1,. .., ¥
P(IY\ {zp = {)}, otrzymujemy odwzorowanie afiniczne. Niezmiennicze obja.sme_
tego faktu przynosi nastepujacy rezultat. :

5. Stwierdzenie. Niech M C L bedzie podprzestrzeniq o kowymiarze 1, P(M)
P(L) — odpowiadajqeq jej hiperptaszezyzng, Ay — jej uzupelnieniem wyposazon
w strukture afiniczng opisang w § 6. Przyporzedkowujge dowolnemu automorfizmo
reutowemu P{f): P(L) — P(L) spelniajocemu warunek f(M) C M jego obcigeie
A, ofrzymamy izomorfizm podgrupy PGL(L), przeprowadzajqce; P(M) w sieb:
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f( Apg). Czeéé liniowa obcigeia P(f) do Ap jest proporcjonalna do obcigcia f
M.

D'éwéd. Wprowadzimy strukture afiniczna na Aas utozsamiajac Aas 2 podro-
oscig linlowa, m’ + M C L, tj. kazdemu punktowi Apr prayporzadkowujemy
ecigeie odpowiadajacej mu prostej w L 2 m' + M. Jesh f(M) C M, to w klasie
dpow1adajqcej jednemu P(f) mozna dobrac jedyne odwzorowanie fo spelniajace
(! + M) = m’ 4+ M. Obcigcia wszystkich takich odwzorowan f stanowia grupe
'éorowan afinicznych m' + M, poniewaz m’' + M jest podprzesf;rzema: afiniczna,
wzgledem jej struktury afinicznej, a fo: L — L jest liniowe, a wigc i afiniczne.

4¢ liniowa takiego odwzorowania fp oczywiscie jest réwna obcieciu fo do M. Dla
azdej czesci liniowej mozna znalesé odpowiadajace fo, a pray ustalonej czedci linio-
‘mozna dobraé fy przeprowadzajace dowolny punkt m’+ M w dowolny inny. Zeby
o' tym przekonaé, wystarczy wybra,c baze w L skladajaca sie z bazy M i wektora
‘a nastepnie skorzystaé ze wzoréw p. 3. W konicu, jesli f dziala tozsamoéciowo
m'+ MiM,to P{f)=idp), bo f przeprowadza kazda, prosta w I w nia sama,
s koticzy dowdd. : '

6. Dzialanie grupy rzutowej na konfiguracje rzutowe. Konfiguracjq rzu-
ég nazwieny skoniczony uporzadkowany uklad podprzestmeni rzutowych w P(L)
owiemy tez, ze dwie konfiguracje sa rzutowo réwnowazne wtedy i tylko wiedy, gdy
wozna przeprowadzi¢ jedna z nich na druga za pomoca rzutowego izmomorfizmu
(L). Oczywiscie, w tym celu jest konieczne i wystarczajace, aby odpowiadajace
onﬁgurac;e podprzestrzem liniowych w L byly jednakowo polozone w znaczeniu
czgéci 1. Mozemy wiec od razu przelozyé wykazane tam rezultaty na jezyk rzus '
owy; & obrzymamy nastepujace fakty.

a) Grupa PGL(L) dziala tranzytywnie na zbiorze podprzestrzeni rzutowych
stalonego wyrniaru w P(L), tj. wszystkie takie podprzestrzenie s réwnowaine
r.§ 5, p. 5, cze$é 1). '

by Grupa PGUL{L) dziala tranzytywnie na zbiorze uporzadkowanych par pod-
estrzeni rzutowych w P(L) o ustalonych wymiarach skladnikéw pary i ich prze-
iecia, tj. wszystkie takie pary sa réwnowazne {por. § 5, p. 5, czesé 1)

¢) Grupa PGL(L) dziata tranzytywnie na zbiorze uporzadkowanych n-tek pod-
_przestrzent rzutowych (F,..., P.) w P(L) o ustalonych wymiarach dim P;, ktére
petniaja nastepujacy warunek: dla kazdego ¢ podprzestrzen P nie przecina powloki
sutowej (P, ..., Pr1, Piy1, ..., P, tj. najmniejszej podprzestrzeni rzutowej zawie-
ajacej ten uklad. ‘

“Rzeczywiscie, niech P, = P(L;), L; C L. Nietrudno spostrzec, e powloka rzu-
owa (Py,..., Pi_1, Piys,..., Pu) jest réwna P(L, + s Ly 4+ Ligr + -+ + Ly),

warunek rozlacznosci z P{L;) oznacza, ze LN Z L; = {0}. Na mocy warunku

twierdzenia § 5, p. 8, czedé 1, suma L @ - @L jest sumga prosta , a GL(L)
Zla}a tranzytywnie na takich n- elementowych ukladach podprzestrzeni (nalezy wy-
ra¢ baze w L uzupelniajacy sume baz wszystkich L; i wykorzystaé tranzytywnoséé
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GL{L) na zbiorze baz L). Jako szczegdlny przypadek (dimP; = 0'dla’
i) otrzymujemy nastepujacy wynik: wszystkie takie uklady n punktéw
zaden z tych punktéw nie nalezy do powloki rzutowej pozostatych, _sa&' 7
nowazne.

ktdrym po raz pierwszy pojawia sie metrywsa,lny niezmiennik przystawan
wego — klasyczny ~dwustosunek czwdrki punktdw na prostej rzutowe}
czes¢ rozwazan mozna prowadzi¢ w przypadku dowolnego wymiaru, za.czme'
od ogdlnej definicji.

7. Definicja. Uklad punktéw pi,. .., py nalezacych do n-wymiarowe pI
rzutowej P znajduje sie w poloZeniu ogdlnym, jesli dla kazdego m < m
i kazdego m-elementowego podzbioru S C {1,...,N} wymiar powlo
punktéw {p; | 7 € S} wynosi m — 1. Przypadki N =n+1, n + 2, n_+_f_3--b-
nas szczegolnie interesujace. .

a) n+ 1 punktdw w poloZeniu ogdlnym. Poniewaz zaden z tych pun
nalezy do powloki rzutowe] pozostalych {w przeciwnym przypadku wymial
rzutowej calego ukladu bytby réwny n'— 1, a nie n), sa to konfiguracje rozp
w p. 6, c), gdzie w szczegdlnodci pokazalismy, ze grupa rzutowa dziala
tych konfiguracji tranzytywnie. Teraz zwrécimy uwaga na ten fakt, ze odwz
rzutowe, przeprowadzajace jeden uklad n+1 punktéw w polozeniu ogolnym
nie jest wyznaczone jednoznacznie.

Rzeczywiscie, jesli przez ey,...,e,41 oznaczy¢ niezerowe wektory nal
Piy- - - s Pop1 odpowiednio, to {e1,. .., ens1} jest baza L (tutaj P = P(L));
przeksztalcen rzutowych, zachowujacych na miejscu wszystkie punkty p; zaw
kladnie te 1 tylko te przeksztalcenia postaci P(f), dla ktdrych f jest diag
bazie {el, en.,.]} Ten dodatkowy stopiert. swobody pozwoll nam wyka.za

b) n+ 2 punkty w polozeniu ogolnym. Jesli punkty {p:,..., pﬂ+2_} znajdy
polozeniu ogdlnym, to punkty {p1,...,Pni1} tez znajduja sic w polozeniti of
Jak w poprzedzajacym fragmencie wybierzmy baze {ey,...,
ona uklad wspélrzednych jednorodnych w P. Niech (z;:...:
nymi punktu p,.; wzgledem tej bazy. Zadna z tych wspdirzednych nie j
bo wtedy wektor (z1,...,Zat1) nalezacy do prostej pns, wyrazalby sie lini
wektory e;, 0 < j < n+1;j # 1, skad otrzymalibysmy, e wymiar powlo
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wg(Aa, ,Ang1) (W bazie {e1,...,enq1}) przeprowadza punkt (24 : ... Tpt1)
nkt: (,\1:c1 D ev i Ant1Tny1), Di€ zmieniajac pr,. .., Posi. Stad wynika, ze do-

unkt (z1 1 ... Zny1), gdzie wszystkie x; # 0, mozna przeprowadzié na
ny inny punkt (y1 1 ... ! yny1) {wszystkie y; # 0) jednoznacznie wyznaczonym
alceniemn rzutowym, nie zmieniajacym punktow py, ..., Past.

en sposéb wykazalidmy, 2e wszystkie uporzadkowane uklady n + 2 punktéw
gseniu ogélnym w P, gdzie dim P = n, sa réwnowazne, a co wigcej, stanowia
przestrzen Jednorodna, dla grupy PGL(L

wajac ,biernego” zamiast ,aktywnego” punktu widzenia, mozemy pow:e—
¢ dla dowolnego uporzadkowanego ukladu punkiéw {p1,.--,Pnsa} istnieje
uklad wspélrzednych jednorodnych w P, w ktérym wspélrzedne punktéw

.42 TNaja nastepujaca postal:

={1:0:...:0), pp=(0:1:0:...:0), ..., papa=(0:...:0:1},
Prpz ={1 ... 1)

a, by nazwaé ten uklad dostosowanym do {p,..., a2}
n+3 punkty w poloZeniu ogdlnym. Dwie takie kon figuracje na ogol nie sa réw-
ne. Dla danych {p1, ..., pnsa} i {p},..., Pl 3} moina jednoznacznie wyznaczyé
eksztalcenie rzutowe, przeprowadzajaﬂce pi na p. dla kazdego 1 <4 <n+2, ale
ym Pn43, W zaleznodci od sytuacji, moze byé odwzorowany na pj, ., lub nie.
etrudno opisac niezmienniki rzutowe ukladu n 43 punkiéw. Wybierzmy uklad
dlizednych jednorodnych w P, w ktdrym pierwsze n+2 punktly zadanc sg wspéh
Inymi podanymi w punkcie b) Punkt pny3 opisany jest w tym ukladzie przes
dlizedne (3 1 ... ! Tny1), Wyznaczone z doktadnodcia do proporcjonalnodci. Do-
ny automorﬁzm rzutowy, zastosowany jednoczednie do konfiguracji {pi, ..., pus2}
dostosowanego do niej ukladu wspétrzednych, przeprowadzi 1¢ ixonﬁg,umqo na
,.a dostosowany do niej uklad wspéhrzednych — na uktad dostosowany do no-
konfiguracji. W ten sposéb wspdlrzedne (27 : ... 1 @.41) ostalnicgo punktu
taria niezmienione. :
Wszystkie poprzedzajace rozwazania z oczywistymi zmianami przenosza sig na
ype,dek dwéch przestrzeni rzutowych P i P/, konfiguracii {p,....pn} C £ i
“y Py} C P’ oraz izomorfizmdw rzutowych P — P p:/c-]nowadm;q(yc!: jedna,
guracje na drugs.
thc rzemy rezultaty powyzszych rozwazan w nastepujacym twicrdzenin.

8. Twierdzenie. a) Niech P, P’ bgdg n-wymiarowymi przestrzeniomi rzulo-
U APty s Par2} © P i {pl,. Py} © P — dwoma ukladami punkléw w
"i_‘eniu ogolnym. Wowczas istnieje jedyny izomorfizm rzutowy P — P/, przepro-
tdzijqey jedng konfiguracie na drugq.

b). Analogiczny rezultat jest wtedy i tylko wtedy prawdziwy dla ukiaddw n + 3
:kFO'w w poloieniu ogdlnym, gdy wspdtrzedne (n + 3)-go punktu w ukladzie do-
owanym do pierwszych n + 2 punktdw w obydwdch konfiguracjach sq jednakowe
Yywiscie, z dokladnosciq do czynnika skalarnego).
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9. Dwistosunek. Zastosujmy twierdzenie p. 8§ w przypadku n = 1. J
ze jesli na dwdch prostych rzutowych zadane s uporzadkowane tréjki p
nych punktéw (do tego sprowadza sig tutaj warunek poloienia ogélnego); 1
jedyny izomorfizm rzutowy prostych, przeprowadzajacy jedna z tych tréje

Rozwazmy uporzadkowana czworke parami réznych punktéw {p,, ps;
P! zadana w dostosowanym do niej ukladzie wspdtrzednymi (1:0), (011
oraz (xy : z3). Wtedy z; # 0. Zdefiniujemy liczbe nazywans, dwustosu'
stosunkiem anharmonicznym czworki punktow {p,} Za pomIoca wzory

[p.Q;pQ)plap*‘fl] = wlx;

Niezwykla kolejnosé punktéw jest uwarunkowana pragiieniem zachowanis
sci z klasyczna definicja: w mapie afinicznej, gdzie ps = o0, p3 = 0, py =I
rzedne punktéw wystepujacych w nawiasie kwadratowym sg rozlozone nast’ '
[0,1, 00, z], gdzie = jest wiasnie dwustosunkiem tej czwérki. :

Sama nazwa ,dwustosunek” pochodzi od nastepujacego jawnego wzom i
liczenia niezmiennika [21, z3, T3, 24], gdzie z; € K tym razem maja sens wspd
nych punktéw p; w dowolnej mapie afinicanej P, Zgodme z wynikami p.-

PGL{L} w tej mapie jest wyrazona wzorami opisujacymi odwzorowania hor

ficzne postaci z — g—ig, ad — be # 0. Takie odwzorowanie przeprowadsz

(x1,2,3) na (0,1,00) ma postaé
) 1 —T Ty T
E bt oe—— e
I3 =T X3— I3
Podstawiajac tu & = x4 otrzymujemy

Ti—T4 Ty—I9

[$1,$2,$3,$4} — 1 = .
. T3 — T4 XTa— Iy
Jeszcze jedna klasyczna konstrukcja zwiazana 2 czescia a) tesy twierdzeni
dla n = 1, opisuje realizacie grupy symetrycznej S za pomoca odwzorowa
mograficanych. Zgodnie z tym twierdzéniern dowolna permutacja {p1, Pz, ps
{Po(1)s Po(2), Po(z)} trzech punktéw na proste] iztitowej jest indukowana Jedy
pizeksztalceniem rzutowym tej prostej.
W mapie afinicznej, gdzie {p1,ps, 73} = {0,1,00}, odpowiednie odwzoro
rzutowe dane sa przez homografie

{ 1 1 z-1 = }
= $1m11—m: ) ) F
Z

Przejdziemy teraz do zbadania rzutowar.

10. Zatdzmy, 2e przestrzen liniowa L jest przedstawicna w postact SUMHy P
dwéch podprzestrzeni o wymiarach > 1: L = L; @ Ly. Oznacziny P = P(L),
P(L),i=1,2.
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1o zostato pokazane w p. 1 rzut f: L — L, f(ly + b3) = by, I; € L;, indukuje
orowanie
L P(f): P\ P, — P,
-.'lg@dziemy nazywaé rzutowaniem ze Srodka Py na P;. Dla opisania tej sytuacji
czysto rzutowych terminach odnotujmy nastepujace fakty.
dimP, +dim P, = dimP —1i ANP, = §. Odwrotnie, kazda konfiguracja
2kimi wlasnoéciami pochodzi od jednoznacznie wyznaczonego rozkladu na sume
edlia € P, to P(fla =a:jebli a € P\ (PUP,), to P(f)a jest zdefiniowane
punkt przecigcia z Py jedynej prostej rzutowej w P przechodzace] przez a i
e_gna,ja‘(:ej P1 i Pg.
Istotnie, przypadek a € P, jest oczywisty. Jesli a ¢ PiUP,, to w terminach
zeni L oczekiwany przez nas rezultat moze by¢ sformulowany nastepujaco:
ez dowolng prosta Lo C L, nie palezaca do Ly i Ly, przechodzi jedyna plaszczyzna
ajaca Ly 1 Lo wzdiuz prostych, a jej przeciecie z L jest rdwne jej rzutowi na
stocie, jedna plaszczyzna o takich wlasnosciach istnieje — jest to plaszczyzna
a przez 1zuty Lo na Ly i Ly odpowiednio. Istnienie dwoch réznych plaszczyzn o
_h:w;las_ncécia,ch pociagaloby mozliwoéc przedstawienia wektora lp € Lo jako sumy
ktoréw z L1 B i Lz na dwa rézne sposoby, co jest niemozliwe, bo L == Ly @ L,.
Poniewaz opisana rzutowa konstrukcja odwzorowania P — P\ P, podnosi sie
o liniowej, wiec natychmiast widaé, ze dla dowolnej podprzestrzeni P C P\ P
ciecie rzutowania P’ s Py jest odwzorowaniem rzutowym, tj. ma postaé¢ P(g) dla
wnego odwzorowania liniowego g odpowiadajacych porzestrzeni liniowych.
/ waznym szczegdlnym przypadku, gdy jako Py obieramy punkt, a jako P, — hi-
perplaszczyzne, odwzorowanie rzutowania ze srodka Py na B przeprowadza punkt ¢
nkt z P, bedacy jego obragem dla obserwatora patrzacego z punktu P;. Z tego
wzgledu relacia pomiedzy figura a jej rzutem w takim przypadku nazywana jest nie-
tosunkiem perspektywicznym. Intuicyjnie mniej oczywiste jest, na przyklad,
zutowanie z prostej na prosta w P? (rys. 5, 6).

P
P(f)a / P(f)a
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Wazna wiasnoécia rzutowania, o ktdérej nie nalezy zapominad, jest H&Stqpu‘;a‘
fakt: jesli P' ¢ P\ P, to rzutowanie ze $redka Py zadaje izomorfizm rzutow:
2 jego obrazem w P,. Istotnie, w terminach przestrzeni liniowych oznacza to
rzut f: Ly @ Ly — Ly indukuje izomorfizm M z f(M) dla dowolnej podprzestme
M C L, takiej e [,NM = {0} A ten fakt wynika z réwnosci Ly = Ker f.

11, Zachowanie rzutowanla w poblizu srodka. W dalszym ciagu ogran
czymy sie do rozwazania rzutowania z punktu p; = a € P i sprébujemy WYJ&Sm
co dzieje sie z punktami poiozonyml w poblizu s$rodka. W przypadku K =R
C, gdy rzeczywidcie mozna mowic o bliskosci punktow, sytuacja jest na.stepuja‘c
w punkcie ¢ rzutowanie przestaje by¢ ciagle, bo punkty b, dowolnie bliskie a, lecy
zblizajace si¢ do @ z ,réinych stron”, sa rzutowane na punkty bardzo od siebie odd:
lone. Wiadnie ta wlasnosé rzutowania jest wykorzystywana w jej -zastosowaniacﬁ-:ci
rozmaitych zagadnien o ,rozwiazywaniu osobliwoéci”, Jedli w P polozona jest jak
SAgura” (rozmaitodd algebraiczna, pole wektorowe), o skomplikowanej wewngt_fz_;_lgj_
budowie w poblizu punktu a, to przez rzutowanie jej z punktu @ mozemy rozciagn
otoczenie tego punktu i zobaczyé w powiekszonej skali, co sie w nim dzieje, pf:
czym wspélezynnik powiekszenia nieograniczenie roénie w miare zblizania sie do

Chociaz takie rozwazania znajduja zastosowania w istotnie nieliniowych sytu
cjach (trywializujacych sie w liniowych modelach), to warto rozpatrzyé strukty;
rzutowania w poblizu jego érodka nieco dokladniej, na ile to jest mozliwe przy po-
zostawaniu w ramach geometrii liniowe;.

12. Wprowadsmy w P(L) uklad wspdirzednych jednorodnych, w ktorym éroC
kiem rzutowania jest punkt (0:...,:0: 1), a P, = P™! sklada sie z punktdw
wspdtrzednych (2o : 2 ... ¢ Tyt 0); zeby to osiagnaé, nalezy wybraé w L ba:
bedaca suma, (teoriomnogosciowa) baz Ly 1 Ly (poniewa? $rodek jest punktem, wi

_ Nietrudno spostrzec, ze wéwczas punkt (xg : ... : 2,) jest rzutowany na punkt:
(o :...: Tp_1 : 0). Dopelnienie A do P, jest wyposazone w uklad wspdirzednyq
afinicznych ‘ =

(Y0, 1 Yn-1) = (T0 /Ty -, Tt [Tn)
z poczatkiem O w drodku rzatowania. Rozwazmy iloczyn kartezjariski A x P, = A
P71 gawarty w nim wykres I’y odwzorowania rzutowania, ktdre, przypomnijmy to,
jest okreslone tyiko na A\{0}. Ten wykres sktada sie z par punktéw o wspétrzednych

((ﬂfofi'fn,.-. En-1/Tn)y (To ... $n_1))

gdzie nie wszystkie o, ..., 2.—1 53 jednoczesnie réwne zeru. Powickszmy wykres I‘o,_
dolaczajac do niego nad puaktem O € A zbicr {0} x P C A x P, :

T = ToU{0} x P,

w zgodzie z geometryczng intuicja sugerujaca, Ze przy rzutowaniu z 0 érodek ,pra
chodzi na cala przestrzen P17, Zbiér [ ma caly szereg dobrych whasnogei.
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a) I' zawiera dokladnie te pary punktéw

((yg,. P ,ynm_ﬂ, (:l!o . ... :.$n_1)),

'_'ktérych wspolrzedne spelniaja uklad réwnan algebraicznych

y,-mj—‘yjmim(}, ‘4,3=0,...,n~—1.

Ty v Tpoi
: Istotnle te rownama, oznaczaja, ze wszystkie minory macierzy ( y ) 88,
. fen i
réwne geru, tak ze jej rzad jest rowny jeden (bo pierwszy wiersz 3est meze?owy) a

“wiec drugi wiersz jest proporcjonalny do pierwszego. Jesli wspélczynnik proporcjo-
‘palnoéci nie jest zerem, to otrzymujemy punkt z ['g, a w przeciwnym przypadku —
‘punkt {0} x P*~t, _

- b) Odwzorowanie I' — A ((yg,...,y,;_l),(mg D xn_I)) vt Yoy - vy Yn—1)
jest bijekcja wszedzie, z wyjatkiem wldkna nad punktem {0}.

-~ Innymi slowy, I' jest otrzymane z A za pomoca ,doklejania” calej przestrzeni
‘rautowej P na miejsce jednego punktu. Mdwi sig, ze I' jest otrzymanez A ,roz-
dmuchaniem” punktu albo o-procesem ze srodkiem w punkcie 0. Przeciwobraz w
I' kazdej prostej z A, przechodzacej przez punkt O, przecina doklejong przestrzen
rzutows, P! takze w jednym punkcig, ale innym dla kazdej prostej.

W pizypadku K = Rin =2, moina wyobrazi¢ sobie mape afiniczng doklejo-
nej przestrzeni rzutowej P! jako oé korbki I, wykontx}@cej pdlobroty na caiej swej
meskonczoneJ dlugosei (rys. 7).

=

Rys. 7
Rzeczywiste zastosowanie rzutowania do badania osobliwosci w punkcie O € A
. Jest zwigzane z przeniesieniem interesujacej nas figury do I' i rozpatrzeniem geometri
. J&j przeciwobrazu w poblizu wklejonej przestrzeni P*~1. Wnosimy stad na przyklad,
© Ze przeciwobraz rozmaitosci algebraicanej jest rozmaitoscia algebraiczna, a to dzigki
- temu, Ze I jest zadane réwnaniami algebraicznymi.




248 Czest 3. Geometria afinicena i rzutowa

§ 9. Konfiguracje Desargues’a i Pappusa oraz klasycz
geometria rzutowa

1. Klasyczna syntetyczna geometria rzutowa podwiecona byla w znaczrej .
rze badaniu rodziny podprzestrzeni przestrzeni rzutowej wraz z relacj incyde
— whasnodci tej relacji mozna przyjac jako podstawe aksjomatyki i dojéé do w
czesnego okreslenia przestrzeni P{L) i ciala skalaréw K, gdzie L i K pojaw
jako struktury pochodne. W takim podejéciu duza role graja, dwie konfigura,
Desargues’a i Pappusa. Wprowa,dzmy jei zbadamy, wychodzac od naszych deﬁn
a nastepnie pokrotce omowimy ich role w geometrii syntetycznej.

2. Konfiguracja Desargues’a. Niech § oznacza uklad punktéw w przestr
rzutowej. Symbolem § bedziemy oznaczaé powloke rzutowa tego ukladu. Rozwasm
w tréjwymiarowej przestrzeni rautowej uporzadkowang szdstke punktow (py, py
1,92, g3 ). Zakladamy, 2e punkty 54 paraml rézne i ze pypaps 1 14293 54 plaszcz
znami. Dalej, niech proste p1gq, paga l pags przecinaja sie w jednym punkcie r, 13
od p; i ¢;. Innyini stowy, ,iréjkaty” pupaps 1 @1gags 83 wperspektywiczne” i jGSI] nalez
do réznych plaszezyzn, to kazdy z nich jest rzutem drugiego ze srodka, . WOWCZ
dla dowolnej pary réznych wskaznikéw {z,7} < {1,2,3} proste pip; 1 qig; nz
identyczne, gdyz w przeciwnym przypadku mielibysmy p; = ¢, bowaem pi i ig
punktami przeciecia tych yrostych z prosta pyq;. Poza tym proste pip; i q‘q, lez
we wspolnej plaszczyinie rpip;. Dlatego te proste przecinajg si¢ w jednym pu
cie, ktdry oznaczymy przez si, gdzie {i,7,k} = {1,2,3}; jest to punkt przec:
przediuzen pary odpowiednich bokow tréjkatow pipaps 1 q1¢26s-

Twierdzenie Desargues’a, ktére udowodnimy w nastepnym punkcie, stw;erdz_
ze trzy punkty sy, $s, 53 leza na jedne} prosiej. Konfiguracja zlozona z dziesieci
punktdw p;, ¢;, si, 7 1 dziesigeiu laczacych je prostych, pokazanych na rys. 8, nazyw.
sie konfiguracjq. Desargues’a. :

Rys. 8
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Kazda z jej prostych zawiera dokladnie trzy punkiy nalezace do ni€j i przez kazdy
z' jej punktéw przechodzg dokladnie trzy z jej prostych. Pozostawiamy czytelnikowi
‘do samodzielnego sprawdzenia, ze ma ona pewna wlasnodé symetsii, a mianowicie,
e grupa permutacii jej punktow i prostych, zachowujaca zwiazki incydencii, jest
“tranzytywna zaréwno na punktach, jak i na prostych.

3. Twierdzenie Desargues’a. Przy uczynionych powyzej zaloieniach punkty
‘41, 82, 83 naleiq do jednej prostej.

Dowdd. Rozwazymy dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy plaszczyzny
P1Pap3 1 41924 s ldentyczne «czy tez nie.

" a) p1p2pa 75 q;qzqg { yprzestrzenne twierdzenie Desargues 2"}, Wtym przypadku
"piaszcwyzny P1P2ps 1 'q192g5 Przecinaja sie wzdiuz prostej i nietrudno zobaczyc, ze
punkty 8y, $2 1 83 lezg na tej proste]. Rzeczywidcie, np. punkt s; lezy na prostych
Pap3 1 ags, ktdre z kolei lezg w plaszcayznach p P2p3 i q14293, a wiec nalezy on takze
do ich przec:ema

" b) pipeps = 19203 (,,plaskie twierdzenie Desargues’a”™). W V tym przypadku wy-
bierzemy w przestrzeni punkt r', nie naleZacy do plaszczyzny pipaps, i polqczymy go
prostymi z punktami r, p;, p;. Prosta. prg1 zawarta jest w plaszczyZnie v/py gy, wigc i
punkt r nalezy do tej plaszczyzny. Przeprowadzimy w niej prosta przez punkt r tak,
aby nie przechodzila przez ¢ i py i.oznaczymy jej przecigcie z prostymi r'py 1 r'g; od-
powiednio przez p’ i.¢'. Tréjki (p', p2,p3) 1{¢',¢2,43) leda juz w innych plaszczyznach
— w przeciwnym przypadku ich wspélna plaszczyzna zawicrataby proste peps i g2qa,
" a zatem musiata by by¢ identyczna z plaszczyzng pipaps, a to jest niemozliwe, bo
- ¢, 1¢ do tej poczatkowej plaszczyzny nie naleza. Poza tym proste pig’, pags 1 Pags
- ‘przechodzg przez punkt r. Na mocy przestrzennego twierdzenia Desargues’a punktly
 PPeNg'qa, PPaNg'qs | papsliqags naleza do jednej prostej. W wyniku rzutowania z
punktu v’ na plaszczyzne pyp.ps tych punktéw otrzymamy odpowiednio sy, 9, 31,
. poniewaz 7’ przeprowadza (p, p2, p3) na (p1,p2,pa) i (¢, 42, ¢3) na (g1, 92, g3), & wige
- "boki kazdego z tych tréjkatow na odpowiednie boki wyjdciowych trojkatow.

To koriczy dowdd.

4. Konfiguracja Pappusa. Rozwasmy dwic rézne proste polozone w plaszczys-
nie mutowq' i dwie trdjki py, pa, pa 1 ¢, @2, @5 parami roznyeh punktéw nalezacych
do tych prosiyd; Dla kazdej pary véanych wskaznikéw {7, 7} C {1,2,3} oznacamy
S = P‘a%mqm}v gelzie {4, Bk} = {1,2,3}. .

5. Twierdzenie Pappusa. Punkly sy, s, s3 lezq na wspdlnej prosiey.

Dowdd. Pracprowadimy prosta przes punkty ss, sp 1 oznaczamy pracz 84 jej
przeciceie z prosta pr gy Naszym celem jest wykazanie, ze punkt sy lezy na tej proste;.

Zbudujerny dwa odwzorowania rzutowe fi, fo: PiP2ps — q1¢2qs- Jako pierwsze z
m(h [, wedmiemy zlozenie rzutowania pypapa na Sps3 z punktu ¢ z rzutowaniem
S8y na i gags % punkiu pr. Mamy oczywidcie fi{p) = ¢ dla kazdego i = 1,2,3,
a ponadto fi(4)) = by, gduic 4y = prpapaNgyqaqs, ba = $4835:0qq2q3 (vys. 9).
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Odwzorowanie f2 okreslimy jako zlozenie rzutowania p;paps na 3333 z punkt
z rzutowaniem s3s; Na g1g2qs % punktu p. To zlozenie przeprowadza py; w ¢y,
g2 1ty w s

Odwzorowania fi 1 f; sg sobie réwne, gdyz jednakowo dzialaja na trogkeg pun'
(t1,p1,p2). W szczegdlnosci fi(ps) = fg(pg) a wobec fi(ps3)} = a3, mamy fg(pa)
g3. Geometryczne znaczenie tej rownosci jest nastqpujqce jeshi oznaczyc przez,
przeciecie qu3ﬂs;3sg, to prosta pags przechodzi przez s’ Wowczas s = Q'gp;gﬂpzq?,
51. To oznacza, ze s, lezy na prostej s,33, czego nalezalo dowiesé.

6. Klasyczna aksjomatyka tréjwymiarowej przestrzeni rzutowej i plas
czyzny rzutowej. Klasyczng tréjwymiarows, przestrzen rzutows, definiuje sie
zbiér, ktérego elementy nazywane sa punktami, z wyréznionymi dwiema rodzina
podzblorow ktérych elementy nazywane sa odpowiednio prostymi i pias&czyzna
Przy tym zaklada si¢ wypelnienie nastepujacych aksjomatéw.

T;. Dwa rézne punkty naleza do jednej prostej.

T,. Trzy rézne punkty, nie nalezace do jednej prostej, nalezg do gednej pia.szcz
zny.

T5. Prosta i pia&zczyzna, maja punkt wspdlny.

T,. Przeciecie prostej i plaszczyzny zawiera prosta.

Ts. Istnieja cztery punkty, nie lezace we wspdine] plaszczyinie i takie, e kazc!e
trzy sposréd nich nie leza na wspdlnej proste). :

Ts. Kazda prosta zawiera nie mniej niz trzy punkty.

Klasyczna plaszczyzna rzutowa jest zdefiniowana jako zbiér, kidrego elemen
nazywane s punkiami, z wyrézniona, rodzing podzbioréw zwanych prostymi. Przy
tym zaklada sie speinienie nastepujacych aksjomatéw.

II,. Dwa rdzne punkty nalezy do jednej prostej.

IT;. Przeciecie dwdch prostych jest niepuste.

[14. Istnieja trzy punkty nie lezace na jednej prostej.

;. Kazda prosta zawiera nie mniej niz trzy punkty.
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.. Zbiory P(L), gdzie L éznacza przestrzen liniows nad clatem K o wymiarze 4
f'lu.b 3, wraz z rodzinami plaszczyzn i prostych rzutowych w nich zawartych, okre-
sionyﬁh tak jak wyzej, spelniaja aksjomaty T1-T¢ i I1;~Il4 odpowiednio, co wynika
' ;prost ze standardowych wlasnosci przestrzeni liniowych wykazanych w czesei 1.
ednakze nie kazda klasyczna przestrzen lub plaszezyzna rzutowa jest izomorficzna
(w oczywistym znaczeniu tego slowa) z jedna 2 naszych przestrzeni P(L). Nastepu-
jaca fundamentalna konstrukqa. dostarcza wielu przykladow.

7. Przestrzenie liniowe i rzutowe nad nieprzemiennymi cialami. Cza,fem
ieprzemiennym (zwanym takze pierscieniem z dzieleniem) nazywamy taki pierscien
Taczny K, w ktérym zbiér elementdw niezerowych tworzy grupe wzgledem mnozenia
(niekoniecznie przemienna). Kazde cialo jest cialemn nieprzemiennym, ale nie na
:odwrot Na przykilad, klasyczny pierscien kwaterniondw jest cialem meprzemlennym,
lecz nie jest cialem.

© Addytywna grupa L wraz z dwuargumentows operacja mnozenia K x L — L:
(a,1) — al nazywa si¢ (lewostronna) przestrzeniq liniowq ned cialem nieprzemien-
‘nym K, jeshi sa spelnione warunki definicji § 1, p. 2 czesci 1. Znaczna, czesé teorii
przestrzeni liniowych daje sig przenieéé prawie bez 2mian na przypadek przestrzeni
liniowych nad cialamni nieprzemiennymi. Dotyczy to w szezegdlnoscl teoril wymiaru
i bazy oraz teorii podprzestrzeni, wlacznie z twierdzeniem o wymiarze przecigcia
podprzestrzeni. To pozwala zbudowad dla kazdego ciala nieprzemiennego K i prze-
strzeni liniowej nad tym cialem przestrzed rzutows P(L), skladajaca si¢ 2z prostych
w L oraz rodzing jego podprzestrzeni rzutowych P(M), gdzie M C L jest pod-
- 'przestrzenia liniowa, L dowolnego wymiaru. Jesli dimg L = 4 albo 3, to te obiekty
spelniajq wszystkie aksjomaty 73-T i I1;-T14 odpowiednio.

8. Znaczenie twierdzenia Desargues’a. Jak si¢ jednak okazuje, istniejg kla-
“syczne plaszczyzny rzutowe, nie izomorficzne z zadna plaszcayzna rzutows postaci
P(L}, gdzie L jest trojwymiarows przestrzenia liniowa nad dowolnym, niekoniecznie
przemiennym, cialem. Przyczyna tego zjawiska jest to, ze w plaszeayznach rzutowych
typu P(L) twierdzenie Desargues’a jest, jak poprzednio wykazaliémy spelnione, a
" tymczasem istnieja plaszczyzny rzutowe, dla ktérych to twierdzenie nie zachodzi.
- Podamy bez dowodu nastepujacy wynik.

_ 9. Twierdzenie. Nastepujqce trzy wlasnosei klasycznej plaszczyzny vzutowej sq
© réwnowazne: '
: a) Spelnione jest dla niej twierdzenie Desargues’a.

b) Istnieje jej zanurzenie w klasyczng prrzestrzen rzutowq.

¢) Istnieje taka trojwymiarowa przestrzedn lintowa L nad nickoniceanie ;m zemien-

nym ctafem K, okreslonym jednoznacanie z dokladnoscig do izomorfizmu, Ze ta pla-
- szezyzna jest izomorficzna z P{L).

Implikacja b) = a) wynika z nieskomplikowanego sprawdzenia tego faktu, ze do-
wéd przestrzennego twierdzenia Desargues’a wykorzystuje tylko aksjomaty Ti-Th.
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- Implikacja ¢} = b) wynika stad, ze L moina zanurzyé w caterowymiarows, Przes
liniowa, nad tym samym cialem nieprzemiennym. i

I wreszcie implikacja a) = ¢), bedaca najsubtelniejsza cagécia dowodu, wyk
wana jest za pomocsg bezposrednie] konstrukeji ciala nieprzemiennego ba,zujaec
wlasnosciach plaszczyzny, w ktore] jest spelnione twierdzenie Desargues’a. Isto
najpierw przy uzyciu geometryczne]j konstrukcji rzutowania érodkowego wprow
sig pojecie przeksztatcen rzutowych prostych rzutowych na plaszczyznie. Dalej di
dzi sig, ze dla dwoch uporzadkowanych trdjek punktow lezacych na dwéch pros
istnieje jednoznacznie wyznaczone przeksztatcenie rzutowe jednej prostej w dr
A w koticu, ustalajac pre}stac D z tréjka punkidw po, py, P2, okresla sie zbidr K-
D\ {p2} z po jako zerem i p; jako jedynks, a operacje dodawania i mnozesia
wprowadza sig geometrycznie za pomocg przeksstatcend rautowych. Dla spra,wdz
aksjomatdw ciala w istotny sposéb jest wykorzystywane twierdzenie Desargues’
tym kontekécie traktowane jako aksjomatl Desargues’a Il5.

10. Znaczenie twierdzenia Pappusa. Nawet jesli w plaszczyZnie zach
twierdzenie Desargues’a, moze nie by¢ spetnione twierdzenie Pappusa. Nazywaj
odpowiednie stwierdzenie aksjomatem Pappusa, g mozemy sformulowaé nastgp
jace twierdzenie, ktére takze podamy bez dowodu. :

11. Twierdzenie, a) Jesli w klasycane plaszezydnie rautowes zachodzi akSJ
Pappusa, to zachodzi twierdzenie Desargues’a.

b} Klasyezna plaszczyzne rzutowa, w kidrej zachodzi twierdzenie Desargues
spefnia aksjomat Pappusae wtedy ¢ tylko wiedy, gdy zwigzane z nig cialo jest p
mienne, 7. gdy te plaszczyzna jest izomorficzna 2 P(L), gdzie L jest trojuwymiar
. praestrzeniq liniowq nad cialem (przemiennymy}. o

Czytelnik moze znalezé dalsze szazegoly | opuszczone przez nas dowody w ksw,zce
R. Hartshorne, Podstawy geometrii rzutowej (w jez. ang.).

§ 10. Metryka Kahlera

1. Jesli L jest przestrzenia liniows unitarna nad C, to na przestrzeni rzuto:
wej P(L) mozna wprowadzi¢ specjalng metryke, metryke Kahlera, nazwang tak d
podkreslenia zastug E. Kahlera, ktory odkryl jej wazne vogdlnienia. Jej orygmalny
wariant byl wprowadzony jeszcze w poprzednim wieku przez Fubiniego i Study’ego.
Odgrywa ona szczegdlnie wazna role w zespolone] geometrii algebraicznej i niejaWn_ié
takze w mechanice kwantowej, gdy2 przestrzenie takie jak P(L) sa, jak to pod'k'ré_ﬁ.'
slilidmy w czesei 2, przestrzeniami standw uktadéw kwantowo-mechanicznych.

Metryka ta jest niezmiennicza wazgledem tych przeksztalced rzutowych P(L);
ktore sg postaci P(f) dla odwzorowania unitarnego f przestrzeni L w siebie. Wpro
wadza si¢ ja w taki sposob. Niech py, p; € P(L). Punktom py, p, odpowiadaja dwa
kola wielkie na sferze jednostkowej § C L, jak to pokazalidmy w § 6, p. 3 ¢). Wéwczas
odlegloécia Kahlera d(p;, p2) tych punktéw nazywamy odlegloéé pomiedzy tymi ko-
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,}u w sferycznej metryce euklidesowej na S, tj. dlugoéé najkrétszego odcinka kola
w;elkiego na 5, laczacego dwa punkty nalezace do przeciwobrazow py i pa.
- Podstawowym celem tego paragrafu jest dowdd nastepujacych dwdch wzorow dla

2. Twierdzenie. a) Niech i, I, € L, |h| = [l3] = 1 i py, p» € P(L) beda prostym
cl, Cla. Wowczas )
- " d{p1, p2) = arccos (I, 1)),

gdzie (I, lz) oznacza iloczyn skalarny w L.

b) Niech w L bedzie wybrana baza ortonormalna i w P(L) wprowadzony uklad
wspofrzgdnych jednorodnych wyznaczony przez tg baze. Niech dwa bliskie punkty py,
1 € P(L) bedq wyznaczone przez wspdtrzgdne (y1,. .. yn) # (y1 + Y1, o Y + din)
wrgledern mapy efinicznej Uy (por. § 6, 2 3 a). Wowezas kwadrat odleglosci miedzy
ymi punktami z dokladnoscig do wyrazdw trzeciego rzgdu wzglgdem dy; jest réwny

n n — 12
> lduil? > yidy:
g iz}

14 Zﬂfl.y;l2 ) (1 + i Iy;i’)

FEo3] i=1

T"Dowdd. a) W przestrzeni euklidesowe] odlegloéé¢ miedzy dwoma punktami na
ferze jednostkowej jest réwna dlugosdcl tego z odcinkdw kola wielkiego taczacego te
punkty, ktory jest nie diuzszy niz =, tj. katowi euklidesowemu lub jeszcze inaczej
. arkus-kosinusowi” euklidesowego 1loczynu skalarnego wektorow wodzacych tych
_55'§mnktéw. Struktura euklidesowa na L odpowiadajaca wyjsciowej strukiurze uni-
“tarnej jast zadana przez iloczyn skalarny Re(ly, ;). Poniewas poszukujemy mini-
‘malnej odleglosci pomiedzy punktami kot wielkich (e™ly); (e'l3), a arccos jest
unkcja malejgca, wiec nalezy tak dobraé o i ¢, aby pray ustalonych /;, I;-war-
oéé¢ Re(e™ly, e™l;) byta mozliwie najwieksza. Ta wartoé¢ jednakze nie przekracza
|l I2)] i przy odpowiednio dobranych ¢, osiaga te wartosé: jeshi ¢ = —arg(ly, l2),
to (e, ) = |11, 1}]. Dlatego ostatecznie

d(p:,pe) = arccos l(ll,lz)[
b) Oznaczmy
n 1/2 ‘ LI i/2
= (i+§:ty;§2) , B+dR= (I+Ziya+dyf|2)
=1 te=1

- Wowczas przeciwobrazami punktow (Y159 ¥n) & (30 + dy1y. . Yn + dyn} na S sa
- punkty

zm(iﬂk gﬁ) I = ( 1 yitdn yn“‘i‘“dyn)
YWAR R UR) T \R+dR R+dR’RYdR )
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Stad wynika

. . R+ Y ydy:
m e | ] iy + dy; ) T
(I, 1) R(R+dR)( +§y(y + dy:) (R + dR)

oraz n . » 2

R+ B2y (yidys + yidyi + | yidyi‘

2 il =l
| I, B)I* = R(R T dR)?

Dalej

(R+dRP = 143 [y +duil’ = B2+ 3 (yidys + ydys + dy ). -

izl i=1
p
Dlatego z dokladnoscig do wyrazdw trzeciego rzedu wzgledem dy,
n n ] 2
> ldil? Zyidy;’

() = 1= S St

Z drugie] strony, jesli p = arccos (I, 2)], to z dokladnoécia do ¢* mamy ci}a"ﬁa__a
wartosci ¢

NI 2 _ ¢’ 2_ 2
(L) = (cosp)* = {1 =G4 ] =1-p"+...

Pordéwnanie tych wzoréw konczy dowod.

§ 11. Rozmaitoéci algebraiczne i wielomiany Hilbert

1. Niech P(L) bedzie n-wymiarows przestrzenia rzutowa nad cialemy K zu
lonym uktadem wspdlrzednych jednorodnych. Wielokrotnie rozwazalidmy juz p
przestrzenie rzutowe i kwadryki, ktére sa okreslone ukladami réwnas, odpowied

™
Zaikm,‘ =0, k=1L,...,m,

=0
lub

n
Z Qi3TiT; == 0, Gy = 5.
=0

Ogolniej, rozwazmy dowolny wielomian jednorodny, inacze} forme, stopnia m >

Flzo,... &) = Z a,-o_",'n:ca" ceegtn,
R — :
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akkolwiek nie okresla on funkcji na P(L), zbidér punktéw, ktérych wspolrzedne
ednorodne (a:o 1... 1 Z,) spelniajg rownanie F' = 0, jest wyznaczony jednoznacz-
. Nazywa sie go hiperpowierzchniq algebraiczng (stopnia m) wyznaczony przez

rownanze Fr=0.
W ogdlnoéci, zbidr punktéw nalezacych do P(L} i spelniajacych uklad réwnan

Fi=Fy= = F=0,

dzie F; sa formami, by¢ moze réznych stopni, nazywamy rozmaitosciq algebraiczng
okreslong, przez ten uklad réwnas. '

© Badanie rozmaitosci algebraicznych w przestrzeni rzutowej stanowi jedno z pod-
tawowych zadan geometrii algebraicznej. Jest jasne, Ze rozmaitosé algebraiczna jest
w ogélnosci obiektem wysoce nieliniowym i z tego wzgledu, jak w innych dzialach
geometrii tak 1 tu wazne miejsce zajmujg metody linearyzacji probleméw nielinio-
wych.

.+ W tym paragrafie wprowadzimy jedng z takich metod, pochodzaca jeszcze od
Halberﬁa i dajaca przy minimum technicznych przygotowan wazne informacje o roz-
maitoéciach algebraicznych V C P(L). W skrécie, polega ona na tym, aby z rozma-
toécig algebraiczng V powiazad przeliczalng rodzine przestrzeni liniowych {I.(V)}
zbadal zaleznosc¢ ich wymiaru jako funkcje m. A mianowicie, okreslimy I,(V) jako
pfzestrzeﬁ form stopnia m przyjmujacych wartosé zero na V. Wykazemy, Ze istnieje
wielomian Qv{m) o wspélczynnikach wymiernych, taki ze dim I,{(V) = Qv (m) dla
wszystkich dostatecznie duzych m. W istocie wykazemy o wiele dalej idacy wynik,
le do jego sformutowania i dowodu bedziemy potrzebowaé szeregu nowych pojed.

“" 9, Przestrzenie liniowe z gradacja. Ustalimy do konica rozwazaii podsta-
wowe cialo skalaréw K. Przestrzenig liniowg nad K z gradacjq bedziemy nazywaé
rzestrzen liniows L wraz z ustalonym rozkladem tej przestrzeni na sume prosta

odprzestrzeni: L = EB L;. Wprawdzie ta suma jest meskonczona ale kazdy- ele-
' =0

ment | € L ma jednoznaczne przedstawienie w postaci skoficzonej sumy: | = Z &,

I € Li, w ktérej tylko skoficzona liczha skladnikéw [, na ogdl réznych dla kazdego
“wektora, jest rdzna od zera., Wektor /; nazywa si¢ skfadowq jednorodng [ stopniu i;
jeslil € Ly, to I nazywamy elementem jednorodnym stopnia i.

* Oto przykiad: pierécien wielomianéw A zmiennych zo, ..., z, traktowany jako

(") sklada sic z wiclo-

_przestrzen liniowa ma rozklad na sume prosta, @ A™, gdzie Al
R : : i=0

~miandw jednorodnych stopnia 2. Zauwazmy, ze jesli interpretowad o; jako funkejornaly
_wspdlrzednych na przestrzeni liniowej L, a elementy A™ jak funkcje wiclomianowe
na tej przestrzeni, to liniowe nieosobliwe zamiany wspotrzednych zachownja jedno-
-rodnodé i stopien w1elom1anu

Inny przyklad: I = EB I.(V), gdzie V jest dowolna rozmaitodeis algebraiczng,

':-.'Oczymscze, IC A oraz Im(V) = AlMNJ.
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Ogolnie;j, bedmemy mowic, ze M jest pedprzesirzenig z gmdacyq przes{;
gradacja L = (B L;, gdy M jest podprzestrzenia liniowa i M = @( MAL

oczywiste, Ze rowﬁowazne;, definicja jest tez nastepujaca: kazda skiadowa jednor
dowolnego elementu M sama nalezy do M.
Jesli M C L jest para skladajaca sie z przestrzeni z gradacja i podprzest
z gradacja, to przestrzen ilorazowa L/M takie ma naturalng gradacje. Is
rozwazmy naturalne odwzorowanie liniowe e

@L/M s LM Z:I+M (Zl)+M

(skoriczone sumy na prawej stronie). Jest ono surjektywne, bo dowolny elem
9 o9 .
(X l ) + M, I; € L;, jest obrazem elementu E:(l,- + M;). Jest takze injektywn

jesli 5:, L+M=M,to §: I; € M, gdzie l; € M; na mocy zalozonej Jednorodnos:

=0 1=0
Zatem jest to izomorfizmy 1 mozemy okredli¢ gradacje L/M, przyjmujqc (L/M

L/ M;.

Rodzina podprzestrzeni z gradacja, przestrzem L jest zamknieta wzglfgdem
cied i sum, a wszystkie izomorfizmy zwyklej algebry liniowej ma,m oczywiste ana
gony dla przestrzeni # gradacja.

3. Pierscienie z grad’ach. Niech A bedzie przestizenia liniowa nad K z g
dacjg 1 jednoczednie przemienng K-algebra z jedynka, w ktérej mnozenie spek
warunek

AiAj C Ai+j-

Takie A nazywamy pierscieniem z gradacig (a dokladnie] K-algebra, z graddéj
Poniewaz KA; C A;, wiee K C Ay Najwazniejszy przyklad stanowia plersme
wielomiandw A(Y; dla nich mamy oczywiscie Al Y= K.

4. Idealy z gradacjg. Ideafem I dowolnego pierécienia przemiennego A na
wamy podzbidr bedacy addytywng podgrupa, i zamkniety wzgledem mnozenia prz
elementy z A — jesli f € I oraz a € A, to af € 1. Idealem z gradacjq pierdcie
gmdacyq A nazywamy ideal, ktdry jako podpraestrzers K-przestrzeni A ma grada.c

tj. 1= @ Ty T = 11 An.

Podstawowy przyklad: idealy I,(V) rozmaitodci algebraicanych w pierécienia
wielomianéw A™. Standardowy sposob konstrukeji idealow jest nastepujacy
si § C A jest dowolnym podzbiorem, to zbir wszystkich kombinacji linfowy:

E a;8; | a; € A} jest ideatem A, generowanym przez zbiér §, a zbidr S nazyw
€

uktadem generatordw tego idealu. Jedli ideal ma skoficzony zbidr generatordw, to n
zywamy go skoriczenie generowanym. W przypadku z gradacja wystarczy rozwaz
zbiory S skladajace sie tylko z elementéw jednorodnych, a wtedy generowane pr
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o idealy sa automatycznie idealami z gradacja. Rzeczywiscie, jednorodna skla-
wa stopnia j dowolnej kombinacji liniowe] - a:s; jest takie kombinacja liniows,
staci }:a(k }s;, gdzie a(“ oznacza jednorodna skladows a; stopnia k; = j —degs;
eg si ~— stopiedt s). A zatem naleiy ona do idealu generowanego przez S. Jesh
eal z gradacja jest skonczenie generowany, to ma skonczony uklad jednorodnych
-generatorow ktéry sklada sie ze skladowych jednorodnych elementéw wyjéciowego
dadu. :

“Dla uproszczenia dowoddéw musimy jeszcze uogdlnié pojecie idealu z gradacia,
takze rozpatrzy¢ moduly z gradacja. To beda ostatnie z listy potrzebnych nam
jqé.

5. Moduly z gradacja. Modulemm M nad piericieniem przemiennym A albo
A-modulem nazywamy grupe addytywns wyposazong w operacie A x M — M .
(a,m) — am, kidra jest laczna ({abym = a{bm) dla kazdych ¢, b € A, m € M) i
rozdzielna wzgledem obu argumentdw:

(@ + b)ym = am+bm, a{m+n)=am+ an.

Ponadto zakladamy, 2e Im = m dla kazdego m € M, gdzie 1 oznacza jednoéé
ierécienia A.

Jesli A jest cialem, to M jest po prostu przestrzenia liniowa nad A — mozna
wiedzied, Ze pojecie modulu jest uogdlnieniem pojecia przestrzeni liniowej na przy-
yadek, gdy skalary tworzg tylko plerscien (por. Wstep do algebry, rozdz. 9, § 3).
‘Jesli A jest K-algebra z gradacja, to A-modufem z gmdacgq nazwiemy taki

A-modul kiory jest przestrzenia liniows nad K z gradacja, M = EB M; i ponadto

Ag‘Mj C Mii*’j

dla wszystkich ¢, 7 > 0.

Przykiady: a) A jest A-modulem z gradacja.

b) Kazdy ideal z gradacja w A jest A-modulem z gradacja.

Jesli M jest A-modulem z gradacja, to kazda podprzestrzen z gradacja N C M,
zamknieta wzgledem mnozenia przez elementy z A, jest sama A-modulem z grada-
qad Dla dowolnego ukladu elementdw jednorodnych S C M mozZna skonstruowad
generowany przezen modul z gradacjs, skladajacy sie ze wszystkich skonczonych
kombmaql liniowych S a;s;, a; € A, 5; € 5. Jedli jest on réwny M, to S jest
tiazywane jednorodnym ukladem generatoréw A. Modul nazywany jest skonczenie
generowanym, jesli ma skonczony uklad generatoréw. Jesli modut z gradacja ma ja-
kikolwiek skoriczony uklad generatoréw, to ma takze skoficzony ukiad jednorodnych
generatorow — skladowe jednorodne elementéw ukladu wyjsciowego.

. Rozpatrywanie w naszym problemie wszystkich moduldw, a nie tylko idealéw
prowadzi do wigkszej swobody dziatania. Mnozenie przez ¢ € A w module ilorazo:
Wym jest dane wzorem

a(m+ N)=am+ N.
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. Przy zadanej gradacji na M mozna jak poprzednio wprowadzi¢.gradacje 4
wzorem {( M/N); = M;/N;, a poprawnos¢ definicji daje sig sprawdzic bez trudy
Elementy teorii sum prostych, podmoduléw i moduléw ilorazowych forma,
réznig sie od odpowiadajacych rezultatéw dla przestrzeni liniowych.
Teraz mozemy przejé¢ do dowodu podstawowych wynikéw tego pa,ragra,f

6. Twierdzenie. Niech M bpdzie dowolnym skovczenie generowanym m
nad pierscieniem wielomiandw AW = Klzg,...,z.| skoriczonej liczby Zmi
Wéwezas kazdy podmodut N C M jest skonczeme geEneTowany.

Dowéd. Rozbijemy go na kilka etapéw. Wprowadzimy standardows ter
gie: modul, w kidrym kazdy podmodul jest skoticzenie generowany, na.zywa sie
dulem noetherowskim (na czes¢ Emmy Noether). v

a) Modut M jest noetherowski wtedy i tylko wiedy, gdy kazidy wstgpﬁj@cy
podmodutdw My, C M, C - modulu M stabilizuje sig, tj. istnieje takze
M, = M,,1 dla wszystkich a > ap.

W istocie, niech M bedzie noetherowski. Oznaczmy N = U M;. Niech n1

bedzie skoniczonym ukladem generatoréw N. Dla kazdeg,o 1 < j <k 1stm:
i(7), 2e n; C M. Oznacamy ao = max{i(j) | 7 = 1,...,k}. Wtedy M, zawi
ny,...,n dla kazdego a > ap, a wiec M, = N. o
Odwrotme zaldzmy, ze kazdy wstepujacy clag podmoduléw M urywa s16; k
struujemy uklad generatoréw podmodulu N ¢ M przez indukcje. Jako ny
wezmiemy dowolny element; jedli ny,...,n; € N sg juz skonstruowane, to
czymy przez M; C N generowany przez nie podmodul; jeéli N 5 M;, to wybier:
ni1 € N\ M;. Ten proces musi sie zakonczyé, bo w przeciwnym przypadky
M, C .- C M;.C - nie byltby od pewnego miejsca staly. E
b) Jesh podmodut N C M i modul ilorazowy M/N sq neetherowskie, to A
jest noetherowski; odwrotne twierdzenie jest takie spelnione.
Rzeczywiscie, niech M; C M, C --- bedzie ciagiem podmoduiow M. I\ue
oznacza taki wskaz’nik, ze obydwa ciagl M\iNN C M:NN C -+ i (My+ N)IN
(My + NY/N C - -+ sa stale dla a 2 aq. Wowezas ciag My C My C -+ jest t'_ez_E
dla a > aq. Odwrotna implikacia jest trywialna.
¢) Suma prosta skodczonej liczby moduldw noetherowskich jest modulem 1
rowskim. :
Rzeczywiscie, niech M = EB M;, gdzie M; sa noetherowskie, Przeprowadzl'

(£

indukcje wzgledem n. W praypadku n = 1 teza jest oczywista, zaldzmy wiec, 2
2. W takim przypadku M zawiera podmodul izomorficzny z M,,, a odpowxada]a,

mu modul ilorazowy jest izomorficzny z @ M;. Oba te moduly sa noetherows
=]

wiec M jest takze noetherowski na mocy b). :
d) Piersciern A jest noetherowski jako modut nad samym sobq. {nnymz sia
kaidy ideat A™ jest skoticzenie generowany. .

Ten podstawowy przypadek szczegdlny naszego twierdzenia zostal wykaza,n
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' zeZ Hxiberta{ ). Dowodzi si¢ go przez indukcje wzgledem n. W przypadku n =
. dla ACY = K teza jest oczywista. Istotnie, kazdy ideal I ciala K jest
'owny albo {0}, albo K: jeélia € I, a # 0, to b = (ba)a € I dla kaidego
¢ K. Krok indukcyjny opiera sig o przedstawienie A jako AC~Uz,]. Niech
(") ¢ AU bedzie idealem. Zapiszmy kazdy element z 1™ w postaci wielomianu
"ZgIQdem poteg z, o wspélczynnikach z A1, Zbiér wszystkich Wspolczynmkow
tojacych przy najwyzszych potegach elementéw z I stanowi ideal 7%= 1} w Ale-1),
mocy zalozenia indukcyjnego ma on skoriczony uklad generatoréw ¢y, . ,cpm
Dla kazdego z tych generatoréw dobierzemy nalezacy do I™ wielomian f; = gz +
, gdzie wielokropek zastepuje czlony nizszego stopnia wzgledem . Oznaczmy

= max {d;} i niech I ¢ I'™ oznacza ideal w A® generowany przez wielomiany
i<

cyJme
Dowolny element f z I(™ mozemy przedstawié w posta.cx f o= <pa: + (wyrazy
iizszych stopni). Z definicji p € J™*1, wiec @ = a1 + <+ + Cmipr. Jesli s 2 d, to
wielomian f—3 o fizs~% nalezy do I ) jego stopien < s. Post@puj@c w analogiczny
pos6b, otrzymamy wyrazenie f = g + h, gdzie A € I, a g jest wielomianem stopnia
izszego niz d, nalezacym do 1™,
 Wszystkie wielomiany z I stopnia < d tworza podmodul J A~}-modulu
enerowanego przez zbidr skofezony {1, z,,...,z2"!}. Na mocy zalozenia indukcyj-
ego A1 jest modulem noetherowskim, wiec z ¢) powyzej wynika, 7e podmodut
' jest skonczenie generowany.
" Wykazaliémy zatem, ze I" = I 4 J jest suma dwéch moduléw skoriczenie gene-
owanych, wicc jest tez skofczenie generowany. ‘
Teraz mozemy juz bez trudnosci zakoiczyé dowdd twierdzenia.
" Zaldzmy, 2e modul M nad A™ ma skonczony uklad generatoréw my,...,mg.
atem istnieje surjektywny homomorfizm A(™-moduléw

b

: k
AVD QAN — M (fi,. fi) o S fi,

i=1

-
k razy

Poniewaz modul AN @G- @ A™ jest noetherowski na mocy d) i ¢), wiec takze
nodut ilorazowy M jest noetherowski.

7. Wniosek. Kazdy nieskoriczony ukted rduned F; = 0, i € S, gdzie F; sq
ielomianami z AU, jest réwnowasny z pewnym swoim poduktadem skoriczonym.

Dowdéd. Oznaczmy przez I ideal generowany przez wszystkie F; i niech {G}
bedzie jego skoriczonym ukladem generatoréw. Rozwazmy taki skofczony podzbidr
o C 5, ze wszystkie G; wyrazaja, sie w sposéb liniowy przez Fi, i € Sy. Wowczas
“uklad réwnad F; =0, i € S, jest réwnowainy z ukladem wyjsciowym, tj. oba maja
en sam zbidr rozwiazan. '

() i w tym przypadku nosi on nazwe twierdzenia Hilberta o bazie (prayp. tfum.).
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8. Wielomiany Hilberta i szereg Poincarége modultu z gra’dacj
teraz M oznacza skoficzenie generowany meodul nad pilericieniem A(n) 2 g
Wowcezas kazda przestrzed liniowa My C M ma wymiar skonczony nad
czywiscie, jesli {a;} oznacza K-baze jednorodng A™ 4+ ... 4 AM j {ml
skoriczony ukiad generatoréw M, to jako przestrzes hmowa My jest gen
przez skofczony zbidr elementéw a;m; speiniajacych dega; + degm; = k.

Oznaczmy dk(M ) = dim M. Szeregiem Poincarégo modutu M nazywa,
formalny zmiennej ¢ -

= Z dk(M)tk

k=0

9. Twierdzenie. a) Przy zalozeniach poprzedzajqcego punkty zstmeje t
lomian f(t) ze wspdlczynnikami catkowitymi, Ze i

f()

Hp(t) = D

b) Przy tych samych zalozeniach istnieje taki wielomian P(k) o wspoiczyn
wymiernych 1 taka liczba N, Ze

dp(M) = P(k) dla kazdego k> N.

Do w 6d. Najpierw wyprowadzimy druga czesé twierdzenia z pzerwszeg Zap

f(t) = E a;tt i porownajmy wspdlczynniki przy t* po obu stronach tozsamos
i=0 :

w(t) = f(2)(1 - 1)),

Uwzgledniajac, ze (1 — ¢)~(+1) = 5_?0 (n ;g' k)t’“, otrzymujemy

- minfk,N} . .
()= Y a(®Tr-Y.
te

Dla & > N wyrazenie po prawej jest wielomianem zmiennej k£ o wspolczynn
wymiernych. .
Teraz za pomoca indukcji wzglgdem n wykaZemy teze z punktu a). Wyg
przyjaé A = K = ALY; ALY = {0} dla i > 1. Skoriczenie generowany mo
nad At-1) gradacjg to po prostu skofezenie wymiarowa przestrzen wymxa,row

K, zapisana w postaci sumy prostej S Mj. Szeregiem Poincarégo tej przes
k=0

N
jest wielomian ¥ dim M,t*, a wigc teza jest trywialnie spelniona.
k=0
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rzyjmiemy teraz, ze teza jest wykazana dla A=) o > 0, i wykazemy ja
(n), Niech M bedzie skoriczenie generowanym modulem nad A z. gradacja.
[aczImy
' K={meM|z,m=0}, C=M/z,M.

¢ jasne, ze K i z,M sy podmodulami z gradacjs modutu M i dlatego C' ma
ye strukture A®W.modutu z gradacja. Jednakie mnozenie przez x, przeprowa-
saréwno K, jak i C na zero. A zatem, jesli rozwazaé K i C jako moduly nad
piericieniem A1) = Klzo,...,2a1] C A™ = Klao,..., 2], to kazdy ich
‘generatoréw nad A bedzie jednoczeénie ukladem generatoréw nad A(=1.
mocy twierdzenia p. 6 K jest skosiczenie generowany nad A™ jako podmodul
oniczenie generowanego modulu, Z drugiej strony C jest skonczenie generowany
ad AV, gdyz jesli my,...,m, generuja M, to my + z.M,...,m, + &, M gene-
uja C. Stad wynika, ze K i C sa skoficzenie gengrowane nad A1) { mozna do nich
sowaé zalozenie indukcyjne. Na mocy dokladnosci ciagéw przestrzeni liniowych
adiK '

G”‘“‘*I{m_’Mm—Eﬂ"Mm+l“‘“’Cm+l“—’Da mZOa

joskuiemy, ze

. dim My — dim M, = dim Cppq — dim K.

ozac otrzymana rownoéé przez ™1 i sumujac wzgledem m od 0 do oo, dostajemy
Hpy{t) — dim Mo — tHur(1) = He(t) — dim Co — tHg (),

_:"_I_iast@*pnie wykorzystujac zatozenie indukcyjne dla K 1 C

th(t)

(1 —_ t)HM(i) = dim Mg — dim Og -+ fO(t) + (1 - t)"’

T

dzie fo(t) i fx(t) sa wielomianami o wspdlczynnikach catkowitych. Stad wynika
twierdzenia.

10. Wymiar i stopient rozmaitosci algebraicznej. Niech teraz V C P* be-

sie rozmaitoscia algebraiczna, ktorej odpowiada ideal I(V'). Rozpatrzmy wielomian
ilberta Py (k) modulu ilorazowego AM™ /I(V):

Py(k) = dim A /I(V)  dla kezdego k > ko.

atwo przekonad sig, ze Ppn(k) == (n ;Ia_ k), tak e deg P.(k) = n. Zatem deg Py < n.
iczbe d = deg Py nazywa si¢ wymiarem rozmaitoéci V. Zapiszmy najwyzszy wyraz
kd
‘d’—!_h
opniem rozmaitosci V. Wymiar i stopien sa najwazniejszymi charakterystykami
ozmiardw” rozmaitosci algebraicznej. Mozna takze podaé caysto geometryczna

v(k) w postaci e, Mozna wykazaé, 7e e jest liczba calkowita — nazywa sie ja
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definicje tych wielkosci: jesli cialo K jest algebraicznie domkniete, to d-wy-'
rozmaitosé stopnia e przecina ,dostatecznie ogolng” przestrzed rzutowa‘ ; .
niajacym wymiarze P*~% C P dokladnie w e réznych punktach. Nie bedvics.
dowodzié tego twierdzenia.

Na zakoriczenie zauwazmy, Ze przez okolo poét wieku po odkryciu Hﬂbep
zostawalo nierozwiazane zagadnienie znalezienia interpretacji wartodci wielom
Hilberta Py (k) dla tych liczb k, dla ktérych Py(k) # dim{(V), a w sz¢zegd
dla ujemnych %. Zostal on rozwiagany dopiero w latach pieédziesiatych wr
wojem teorii snopéw koherentnych, kiedy okazalo sig, ze dla dowolnego &
Py(k} jest suma alternujacs wymiardéw pewnych przestrzeni kohomologii v
tosci V. Analogiczna interpretacja wielomianow Hilberta zostala takze podan&
dowolnych skoriczenie generowanych modutéw z gradacja.

Cwiczenia
1. Wykazac, ze wielomian Hilberta przestrzeni rzutowej P* nie zalezy o
miaru m przestrzeni rzutowej P™, w kitdra P" zostala zanurzona

2, Wyznaczy¢é wielomian Hilberta dla modulu AW/ FA®, gdzie F ozna,cza, fo
stopnia e.



Algebra wieloliniowa

§ 1. Iloczyny tensorowe przestrzeni wektorowych

. Ostatnia czes$¢ naszej ksiazki jest poswiecona systematycznemu zbadaniu wie-
mowych konstrukeji algebry liniowe]. Podstawa aparatu algebrawznego jest po-
ecie. iloczynu tensorowego, wprowadzone w tym paragrafie 1 szczegdlowo badane
paragrafach nastepnych. Jest nieco rozczarowujace, ze gléwne zastosowania tego
malizmu leza, poza granicami algebry liniowej i odnosza, sie do geornetrn roZnicz-
owej, teorii reprezentacji grup i mechaniki kwantowe;j. Bedziemy wiec mogli jedynie
sbieznie wspomnieé o nich w ostatnich paragrafach.

2. Konstrukcja. Rozwazmy skoriczong rodzine praestrzeni liniowych L;,..., L,
ad jednym i tym samym cialem K. Przypomnijmy, Ze odwzorowanie Ly X -+« X
—— L, gdzie L jest jeszcze jedna przestrzenia liniowa nad K, nazywa si¢ wielo-
niowe, gdy jest ono liniowe wzgledem kazdego z argumentow [; € L, i = 1,...,p,
v ustalonych pozostalych.

Naszym najblizszym celem jest konstrukqa uniwersalnego wieloliniowego odwzo-
wania przestrzeni Li,..., L, Jego obraz nazwiemy iloczynem tensorowym tych
izestrzeni. Precyzyjny sens stwierdzenia o uniwersalnoéci bedzie wyjasniony w dal-
ym ciagu przy sformulowaniu twierdzenia 3. Konstrukcja przebiega w trzech eta-
ach.

+'a) Okreslimy przestrzen M jako zbidr wszystkich funkcji zadanychna Ly x---x L,
przyjmujacych wartoéci w K, ktore sg réwne zeru dla prawic wszystkich elementdw
1 X+ % Ly, t]. dla wszystkich poza skoticzona liczba. Zbidr ten stanowi przestrzen
niowa wzgledem zwyklych operacji punktowego dodawania i mnozenia praez ska-
ty nalezace do K. Baze tej przestrzeni tworza funkeje delta 8(ly, ..., 1L,) réwne
dnodei w jedynym punkcie (I,...,0,) € Ly x -+« x £, i zeru we wszystkich po-
ostaltych. Opuszczajae symbol § mozemy uwagad, 2e¢ M sktada sic » formalnych
‘kombinacji liniowych ukladdw ({,...,0,) € Ly x -+ x Ly

M= {F ai iyl bp) [0y, € K}

Zauwazmy, ze jesli cialo K jest nieskoficzone i choéby jedna. z przestrzeni Ly nie jest
Zerowymiarowa, to M ma wymiar nieskonczony.
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b) Podprzestrzert My. Na mocy definicji jest ona rozpieta przez wekt;)i'

(oo G ) = (8 ) = (e 0 p),
(oo yalsy o b)) —allyy 00,000 L), ae K.
c) Hleczyn tensorowy Ly ® -+ ® L,. Z definicji

Li® @ L, = M/ My,
[1®...®1p=(l1,...,lp)"§"M0€L1®"'®Lp1 .
ti Ly X XLP._-_M,Ll@...@LP, th,.. .. L) =L® QL.

Tuataj M /M, jest przestrzenia ilorazowa w zwyklym sensie. Elementy L, @
nazywajs sig tensorami, ) ® ... ® I, — tensorami rozkladalnymi lub prostys
niewaz uklady (I1,...,1,) tworza baze M, wiec tensory rozkladalne [ ®:
rozpinaja przestrzen L1® - @ L, iloczynu tensorowego, ale w zadnej mle
stanowig, bazy, bo zachodzi miedzy nimi wiele zaleznosci liniowych.

Podstawowa, wlasnoéé iloczyndw tensorowych opisuje nastepujace twierd:

3. Twierdzenie. a) Odwzorowanie kanoniczne

t: L1 XKoo X LpML1®"'®Lpa (ll’alp)""’h@@lm

jest odwzorewaniem wieloliniowym.

b} Odwzorowanie wieloliniowe t jest uniwersalne w nastepujgcym znaczen
dowolnej przestrzeni liniowej M nad cialem K i kaidego odwzorowania. iielo
niowego s : Ly x -+« x L, — M istnieje dokladnie jedno odwzorowanie |
FLi® - ®L, — M spelniajgce s = [ oi. Bedziemy mdwié¢ krdtko, 2e m
przeprowadzié s poprzez f. L

Dowdd. a) Musimy sprawdzi¢ nastgpujace wzory:
L@ - @U+NQ - RL=L1Q - QL® @L+LQ - QLR ®
h® - Rai® - ®L=ali® QL QL)

co, na przyklad, dla pierwszego wzoru oznacza

(e B )+ Mo = [(lye o By L)+ Mol + (1 L)+ M

!j‘,

Na mocy definicji przestrzeni ilorazowej (czed¢ 1, § 6, p. 21 3) i po uwzgled
opisu elementow rozpina,jadcych podprzestrzen My danego w p. 2 b) tego paragra
dostajemy zadane réwnosci wprost z definicji.

b} Jesli w ogdle f istnieje, to warunek s = f o ¢ jednoznacznie okresla warto'
f na tensorach rozkladalnych:

L@ - ®b) = fotlhy..., ) =s(h....L).
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sec tego, ze te ostatnie rozpinaja Ly @ - - @ L, odwzorowanie f jest co najwyzej

1')_'13, wykazania istnienia f, rozwazymy odwzorowanie liniowe g: M — M, okre-
sie na elementach bazowych wzorem

gl . by = s(ly, .00, L),

jnacze] mowiac

Q(Z @iy ip (s ey ) = Za;,,,,{ps(h, oo )

a',:k latwo sprawdzié¢ mamy Mg C Ker g. Istotnie,

| .g[(h,...,lg L) = (e By b)) = (e 8 1)) =

= (e Ut Uy ) = (s By ) = sl Iy 1) = 0

nd mocy wieloliniowoéci s. W analogiczny sposéb mozna sprawdzié, ze g przepro-
wadza na zero tworzace My drugiego typu, zwiazane z pomnozeniem jednego z
czynnikéw przez skalar.

. Wynika stad, ze ¢ indukuje odwzorowanie liniowe

fMIMeg=L1®@---QL, — M
i)or. czegéd 1, stwierdzenie § 6, p. 8), ‘ktdre spelnia
Fh® - ®@1L)=s(l,..., 1)
’fo koticzy dowdd.

- Wyprowadzimy teraz kilka bezposrednich wnioskéw z tego twierdzenia i przed-
tawimy pewne jego zastosowania.

4. Niech £{Ly, ..., Ly; M) oznacza zbiér odwzorowan wieloliniowych Ly x-- - x L,
.w M. Na podstawie twierdzenia p. 3 zbudujemy odwzorowanie zbioréw

[:(Ll,...,Lp; M) ——**.C(L1®®Lp, M},

Cpreyporzadkowujace odwzorowaniu wieloliniowemu s odwzorowanie liniowe f, takie
4¢ s = [ ot. Przestrzenie po lewej i prawej stronie sa przestrzeniami linlowymi
‘nad K (jako przestrzenie funkcji o wartosciach w przestrzeni wektorowej M —
dodawanic i mnozentie przez skalary wykonuje sie punktowo). Uwzgledniajac ten fakt,
~wprost, z konstrukeji wnioskujemy, ze nasze odwzorowanie jest liniowe, a co wiecej
jest izomorfizmem przestrzeni liniowych. Rzeczywiscie, jego surjektywnosé wynika
‘stad, ze dla kazdego odwzorowania liniowego f: L1 ® - ® L, ~» M odwzorowanie
s = fot jest wieloliniowe na mocy czeéci a) twierdzenia p. 3. Injektywnodé wynika
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stad, ze jesli s # 0, to f ot # 0, wiec takze f # 0. W wyniku otrzym
kanoniczne utozsamienie przestrzeni liniowych

L(Ly, ..., Ly M)Z'C(L1®®L?a M).

W ten sposob za pomocy, konstrukeji iloczynu tensorowego przestrzeni mozna
wadzi¢ badanie odwzorowan wieloliniowych do badania odwzorowan liniowy
przez zdefinlowanie nowej operacji w kategorii przestrzeni liniowych.

5. Wymiar i bazy. a) Jesli choé jedna z przestrzeni Ly,. .., L, jest zerowg
iloczyn tensorowy tych przestrzeni jest przestrzeniq zerowq.
Istotnie, powiedzmy, ze L; = {0}. Dowolne odwzorowanie wieloliniowe f:
«x L, = M przy ustalonych l; € L;, i # j, jest lintowe na przestrzeni L;. Jedna,
Jedynym odwzorowaniem liniowym przestrzeni zerowej jest odwzorowame zerow
to oznacza, ze f = 0 dla kazdych wartosci argumentdéw. W szczegdlnoscei, uniwers
odwzorowanie wieloliniowe £: Ly X - x Ly, = L1 ®@---® L, jest odwzorow
zerowym, a ze jego obraz rozpina przestrzen tloczynu tensorowego, wiec ta osta.
jest tez zerowymiarowa, =
b)dim{L; ® - ®L,) = dim ;... dim L,. :
Jesli choéby jedna z przestrzeni jest zerowa, to réwnosé wynika z poprzed
obserwacgl W przeciwnym przypadku réwnosci wymiardw dow:edmemy w na,stqp
jacy sposéb. Zaobserwujmy, e wymiar przestrzeni Ly @ - -+ & L, jest rdwny wy
rowi przestrzeni dwoistej L{L; @ -+ ® L,, K). Te ostatnia przestrzen utozsamilism
w p. 4 z przestrzenia odwzorowa wieloliniowych £(Ly, ..., L,; K). Wybierzm

przestrzeniach L; bazy {el”,... , e}, Kazdemu odwzorowaniu wieloliniowemu
filix - xL,— K

przyporzadkujerny uklad n; - - - n, liczb

Fe e, 1<i;<n, 1<5<p.

113 3 tp

Na mocy wieloliniowosci ten uklad jednoznacznie wyznacza f:

ny
(el 3 D) = 5 ol f(e), ),

) tp=l 13 4enlp

a poza tym jest dowolny: prawa strona ostatniego wzoru okresla wieloliniowe odwz
rowanie wektorow (5:‘ m,. ..,z {P)) przy kazdych wartodciach wspdlczynnikdw. .
oznacza, ze przestrzen wieloliniowych odwzorowant Ly x -+ x L, — K ma wymz_
ny - n, = dim Ly -+ - dim L, co kotftezy dowdd. :
¢} Baza tensorowe Ly ® - - ® L,. Z poprzedzajacych rozwazad wynika ta.kze,
iloczyny tensorowe e (1) ® R e(P ) tworza baze przestrzeni L; ® - - ® L, (prazy t,‘y‘
przyjmujemy, e wszystk;e rozwazane przestrzenie majg wymiar > 1 i, dla prostot
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onczenie wymiarowe). W istocie, te iloczyny tensorowe rozpinaja Iy @ - -+ ® Ly,
kazdy tensor rozkladalny wyraZa sie¢ w postaci ich kombinacji liniowych. Co
i, liczba tych iloczynow jest rowna wymiarowi L; @ - @ L.

. Iloczyny tensorowe przestrzeni funkcji. Rozwazmy zbiory skonczone
.., Sp i niech F(5;) oznacza przestrzen funkcji na §; o wartoéciach w K. Wpro-
«wadzimy kanoniczne utozsamienie

F(Sl Kower XSp):F(Sl)®®F(SP)’

rzyporzadkowujac funkcji 5( s 5p) iloczyn tensorowy 83, ® -+ @ (Sgp (por. § 1,
‘ yeres

.1, czgé¢ 1). Funkcje tego rodzaju tworzg bazy w odpowiednich przestrzeniach,
viec to przyporzadkowanie rzeczywiscie wyznacza izomorfizm. Jedli f; € F(5), to

H® - ®f,= ( > f1(51)581) ®‘”®( > fp(sp)éé‘p)

3 €5y apESy

apowiada przy tym izomorfizmie funkcji

(81522 8p) = fils1) - folsp)s

tensory rozkladalne odpowiadaja ,zmiennym rozseparowanym”.

Jedli Sy = ++- = 8, = S, to iloczyn tensorowy funkcji na S odpowiada zwyczaj-
mu iloczynowi ich wartodci w ,niezaleznych punktach 5.

. Wiasnie w takim kontekscie floczyny tensorowe pojawiajg sie najczescie] w ana-
izie funkcjonalnej i fizyce. Jednakze ta algebraiczna definicja iloczynu tensorowego
ymaga istotnych modyfikacji w analizie funkcjonalnej wobec koniecznosci uwzgled-
ienia topologii rozwazanych przestrzeni — w szczegdlnosci, czesto nalezy go uzu-
elnia¢ w rozmaitych topologiach.

7. Rozszerzenie ciala skalaréw. Niech L bedzie przestrzenia liniows nad cia-
em R, LY jej kompleksyfikacja (por. § 12, czeéé 1). Poniewas cialo C mosna uwa-
‘Zaé za praestrzed liniowa nad R(z baza 1, 1), wiec mozna utworzyé przestrzen
'i'finwwad C ® L rozpiety nad R przez baze 1 ®er,..., 1R en,i®e,...,t ® e, gdzie
.,€n} jest baza L. Jest jasne, ze odwzorowame R-liniowe

CRL-ILC: 1Q®e; e, iQe; — ie;

_:i_zadaje izomorfizm C® L z L. :

-+ Ogdlniej, niech K C K bedzie podcialem ciala K, L — przestrzenia liniows, ﬁa,d
K. Traktujac poczatkowo K jako przestrzen liniowa nad K skontruujemy iloczyn
tensorowy X ® L, a nastepnie wprowadzimy na nim strukture przestrzeni liniowej
nad K, okreslajgc mnozenie przez skalary a € K wzorem

ab@) = ab®1, a,bek, €L
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Dla sprawdzenia poprawnoséci tej definicji skonstruujemy tak jak w p, 2°
M, rozpieta przez (swobodne} elementy K x L i jej podprzestrzen Mg, t
K ® L = M]M,. Okreslimy w M mnozenie przez skalary nalezace do X, przyj
dla elementow ba,zowych

a(b, 1) = (ab, 1), a,beK,lel,

i rozszerzajac te regule praez K -liniowosc na pozostale elementy K x L. Bezpo,
nie sprawdzenie pokazuje, ze to dzialanie wprowadza na M strukture K lini
przestrzeni, a na Mg — jej podprzestrzeni, tak ze M/ Mgy = K ® L staje
strzenia liniowg nad K. To wlasnie jest ta ogoinq konstrukcja, rozszerzem
skalaréw, ktéra byla wspomniana w § 11, p. 15 czedé 1.

‘Wazny przypadek szczegdlny: dla £ = K przestrzes liniowa K ®L 3es
nicznie izomorficzna z L, a ten izomorfizm przeprowadza a @ { na al.

§ 2. Izomorfizmy kanoniczne i odwzorowania lmlo
iloczyndéw tensorowych

1. Mnozenie tensorowe ma niektdre algebraiczne wlasnosci operacji, ktdre
stepujac w innych kontekstach sa nazywane mnozeniem, tak jak np. lacznod
nakze w sformulowaniach dotyczacych tych wlasnoéci pojawiaja sie pewne
specyficzne wynikajace z faktu, e mnozenie tensorowe jest operacja nad obiek
kategorii. Na przyklad, przestrzenie (L; ® L2) ® Ls i L1 @{L: @ Ls)} nie sa ide
tyczne, co jest widoczne przy poréwnaniu ich konstrukcji, a sa jedynie zwi
kanonicznie zadanym izomorfizmem. s

W tym paragrafie opiszemy szereg takich ,elementarnych” izomorfizmdw;
dzo uzytecznych przy rozwazaniach iloczynéw tensorowych. Jednakze uprzedzamy
czytelnika, ze jestesmy zmuszeni do ograniczenia si¢ jedynie do wstepu do teo
morfizméw kanonicznych. Gléwnym zagadnieniem sposrdd opuszczonych przez nas
jest problem zgodnogdci tych izomorfizméw. Na przyklad, zaldzmy, ze sa dane
naturalne izomorfiziny miedzy pewnymi iloczynami tensorowymi, w réZny sposob
zloZone z pewnych ,elementarnych” naturalnych izomorfizméw. Czy takie izom
fizmy beda identyczne? Mozna przeprowadzaé bezposrednie sprawdzenie w kazdy
konkretnym przypadku albo prébowal skonstruowaé ogdlng teorie — ta ostatma.
okazuje sie jednak dosyé zawiklana.

Analogiczne problemy pojawiaja sie w zwiazku z naturalnymi odwzorowama
nie bedgcymi izomorfizmami, takimi jak symetryzacja czy zwezenie.

2. Lacznosé. Niech Ly,...,L, beda przestrzeniami linjowymi nad K. Po
zemy jak skonstruowad izomorfizmy kanoniczne pomiedzy przestrzeniami pos'i_:'_
(L1 ® L2)(-- - ® L) otrzymywanymi w rezultacie mnozenia tensorowego przestizen;
Ly, ..., L, grupami w kolejnosci odpowiadajacej roznym sposobom rozstawienia n
wiasow. Najwygodniejszy sposdb, automatycznie zapewniajacy zgodnodé, polegé.j’n’a‘
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aby dla kazdego rozstawienia nawiaséw skonstruowaé odwzorowanie liniowe
@@Ly = (Li®Lz)(---®Ly) 22 pomoca wlasnosci uniwersalnosci z § 1,
3'b) i pokazad, ze jest ono izomorfizinem.

Przedstawimy szczegélowo przypadek Li @ L @ Ly — (L @ La) ® La; w sytu-
a;(';jiiogélnej rozumowanie jest w pelni analogiczne.

‘Odwzorowanie Ly X Ly — Li®Ly : (,12) » L ®IL jest dwuliniowe, skad
ymka, 7e Ll x L2 X L3 — (L1®L2)®L3 H (11,12,l3) 3 (11®12)®l3 jest trc3311~
iowe. Mozna je przeprowadzié przez jedyne odwzorowanie liniowe Ly @ L; @ Lz —
i ® L2)® Ls. Z samej konstrukeji wynika, 2e obrazem tensora L ® L ®@1ls jest
ensor (I ® 1) ® ls. Wybierajac w przestrzeniach Ly, La, L3 bazy i wykorzystujac
szultat § 1, p. B, widzimy, 2e to odwzorowanie przeprowadza baze na baze, a wiec
est izomorfizmem.

Podsumowujac: floczyn tensorowy (L1 @ La)(-+- ® L) 2 dowolnym rozstawie-
iem nawieséw mozne utoisemic z Ly @ Ly @ - - @ Ly, po prostu opuszczajge na-
piasy; obraz elementu (I; @ L)(--- @ 1,) pray tym uloisamieniu znajdujemy zgodnie
:.:'iq samq zasaedq. Z tego wzgledu bedziemy pisaé¢ (L@ L)®L = LQL®L =

-~ 8. Przemiennosé, Niech ¢ oznacza dowolng permutacje liczb 1,...,p. Okre-
imy rodzine izomorfizméw

fa: L1®"'®Lp _’La(1)®"'®La(p}

‘spelniajacych relacje for = f, 0 f; dla kazdej pary o, 7. W tym celu zauwazmy, ze
odwzorowanie '

L1 X X Lp ——*Lg(l)@"‘@]-u’a(p):(Ila""llp)HIU{1)®'“®10(P)

Jest wieloliniowe, a zatem przechodzi przez f,: Li® - @ L, — L,y ® - @ Loy
a mocy twierdzenia § 1, p. 3 b). Na iloczyny wektorow dziala ono w oczywisty
‘sposOb przestawialac czynniki, a rozwazenie jego dzialania na iloczynie tensorowym
baz Ly,. .., L, pokazuje, ze jest izomorfizmem. Wtasnodé f,, = f,of. jest oczywista.
W ten sposob okredliliSmy dzialanie grupy symetrycznej S, na Li®@ - @ Ly.
W praypadku gdy wszystkie L; sa rézne, mozna postuzy¢ si¢ izomorfizmami f, dla
jednoznacznego ustalenia identyfikacji Li @ @ Ly 2 Loy @ -+ - @ Loy Wladnie
w takim znaczeniu mnozenie tensorowe jest przemienne. Jednakze zapisywanie tego
Adozsamienia w postaci réwnoscl, bez jawnego odwolania do f, (tak jak to zrobilismy
‘w przypadku lacznosci), moze byé mylace, jesli niektére z przestrzeni Ly, ..., L, sg
rowne.

4. Dwoisto$é. Istnieje izomorfizm kanoniczny
'@ QL — (Li® --®L,)".

Aby go skonstruowaé, przyporzadkujemy kazdemu elementowi {fi,..., fp) € L* x
o x L* funkcje wieloliniowa, fi({y) - fp({,)} argumentu (Iy,...,[,) € Ly x -+ x Ly.
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Na mocy twierdzenia § 1, p. 3 b), to odwzorowanie przechodzi przez
wanie L*®--- ® L~ — (przestrzen funkeji wieloliniowych ne L, x -
$li poprzez konstrukcje z § 1, p. 4 utozsamié te ostatniag przestrzed 'z,
nia E{L1® QLK) = (L1 ® - ®L,), to otrzymamy poszukiwane
wanie. Dla wykazania, ze jest to izomorfizm, zauwazymy, iz wymlary_
(L® - ®L) i L"®---®L* sa jednakowe (tu ograniczamy sie do prayp
skoniczenie wymiarowych L;) i dlatego wystarczy sprawdzié, ze nasze odwzo
jest surjektywne. Istotnie, jego obraz zawiera funkcje fi(l)-- (lp), gdzi
biegaja pewna baze Lj, i ta.k jak w § 1, p. 5 nietrudno przekona,c saq,, ze te
tworza baze L(Li ® - Q L,, K) = (L1 Q- QL)

Identyfikacja (L1 @ - ® Ly)* 2z L* ® - - - ® L* za pomoca, opisanego izg
zazwyczaj nie stwarza problemow. ' :

5. Izomorfizm L(L,M) z L* @ M. Rozwazmy odwzorowanie dwuliﬁio
Lx M — LL,M): (fym) = [l f(D)m],

gdzie f € L*, 1 € L, m € M. Zaréwno dwuliniowodé wyrazenia f(/)m wig
m, jak i jego hmowosc wzgledem ! sg oczywiste. Na mocy wielokrotnie przywoly
wlasnosci uniwersalnosci odpowiada mu odwzorowanie liniowe.

LM — L(L, M).

Wyblerzmy w L i M bazy {h,..., L}, {m,...,m} i w L* baze dwoista, {I
Element I* ® m; iloczynu tensorowego baz L*, M przechodzi na na odwzorowani
niowe, ktdre przeprowadza wektor l; € L na l‘(lk)mj = 6. Elementami ma
o wymiarach & x ¢ odpowiadajacej temu odwzorowaniu sg jedynka (na miejscu (s
i zera na pozostalych miejscach. PoniewaZ takie macierze tworza baze w prz tr:
macierzy b x a, skonstruowane odwzorowanae przeprowadza baze na baze, a wie
izomorfizmem.

Rozwazmy szczegdlny, lecz wazny przypadek L =M, w ktérym

L(LL)=L"®L.

Przestrzen endomorfizméw L£(L, L) zawiera wyrézniony element — odwaorow:
tozsamosciowe idy. Jego obraz jest, jak to widaé z poprzedzajacych rozwazan

Z [k ® lkv
k=1

gdzie {{c}, {I*} jest para baz dwoistych w L i L*. Stad wniosek, ze wzér Wyra,zaJ
ten element ma jednakowa postaé dla wszystkich par baz dwoistych.

Ponadto, przestrzen endomorfizméw L£({L, ) ma kanonicznie wyznaczony fun
cjonal liniowy — slad Tr: £(L, L) — K. Z poprzednich rozwazan wynika, 2
odwzorowania odpowiadajacego elementowi I @ I; jest réwny &;; {przyjrzyimy
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ierzy!), tak ze dowoinemu elementowi iloczynu tensorowego L* & L przyporzad-
owana jest liczba |

@

13
Y dl®L— > dl.
i,7=1 izl
wor. funkcjonal liniowy L* @ L — K jest nazywany zwezeniem (kontrakcjg). Ponizej
odamy definicje zwezenia w ogélniejszym kontekscie.

6. Izomorfizm L(L@ M,N) z L(L,L(M,N)). Przestrzen L(L @ M, N) jest
omorficzna z przestrzenia odwzorowan dwuliniowych L x M — N. Kazde odwzo-
:rov{za,me dwuliniowe f: (I,m) — f(I,m) wyznacza, przez ustalenie wektora ! jako
'-p;erwszego argumentu, cdwzorowanie liniowe M — N, przy czym to odwzorowanie
salesy linlowo od pierwszego argumentu [ W ten sposéb otrzymujemy kanonicznie
:okresione odwzorowanie liniowe

LL®M,NY = L(L,M;N) —s L{L,L(M, N)).

Argument z uzyciem baz w L, M, N, analogiczny do podanego w poprzednim punk-
cxe, dowodzi, ze jest to 1zomorﬁzm {jak wszedzie zakladamy skodczono$é wymiaru
przestrzeni). .

" {Ta identyfikacja jest waznym przykladem dla rozwazanego w ogdlnej teorii ka-
tegorii ,funktora sprzgzonego w sensie Kahna”.)

7. lloczyny tensorowe odwzorowan liniowych. Niech Ly,..., L, M,...,
‘M, bedg dwoma ukladami przestrzeni lintowych, fi: Ii —» M; — odwzorowaniami
liniowymi. Wéwczas mozna okreslié odwzorowanie liniowe

H@ Qi@ QL — MQ - @M,

nazywane iloczynem tensorowym f; i jednoznacznie wyznaczone przez nastgpujaca
prosta wiasnosé:

(f1®"‘®fp)(11®“'®lp) T‘fl(h)@"'@f?}([;v)

dla wszystkich I; € L,. Istnienie tego odwzorowania wynika praes takie jak po-
przednio standardowe zastosowanie twierdzenia p. 3 b) z § 1, jedh zauwazyd, Ze
- odwzorowanie

DyxoooxLy— M@ - QM (ll,...,lp)Hfi(’i)@"‘@"fp(lp)_

 jest wieloliniowe. Jesli wszystkie f; sa izomorfizmami, to takie fi® - ® f, jest
; izomorﬁzmem

8. Zwezenie i podniesienie indekséw. Aa pomocy o] konstrukeji mozemy
. podaé ogdlng definicje zwezenia ,wzgledem pary lub kilku par wskaznikéw”. Roz-
- wazmy iloczyn tensorowy Ly ®@- - ® L, i zaldzmy, ze dla pewnej pary wskaznikéw
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i,j € {1,--+p} zachodzi L; = L*, L; = L. Zweieniem wzgledem pary w
i, j nazywamy odwzorowanie liniowe o

L1® ®L B ® Lks

k#‘h?

zdefiniowane jako zlozenie nastgpujacych odwzorowan liniowych: _
a) Odwzorowania f,, gdzie o jest taka permutacja wskaZnikéw {1
o{1) =i, ¢(2) = j, a porzadek pozostalych wskaznikéw sie nie zmienia;

) . r

@ 8L — LoLe( & L) -10L8(§ L

i g Ko

b} Zwezenia wzgledem dwdch pierwszych wskaznikdw pomnozonego tenso
przez odwzorowanie tozsamosciowe pozostalych argumentéw:

p
reLe( @ n)—Ke( & L.
o g
¢) Utozsamienia
ke § 1) — (& 1)
k=1 f=1
4,7 k#i1,7 -
Jesli wystepuje wiecej takich par wskaznikéw (i1, 1), ..., (iry 5r), dla ktdrych
M, Lj = M, to te konstrukcje mozna zastosowad kolejno do kaidej z tych
Otrzymane w ten sposéb odwzorowanie liniowe nazywa si¢ zwezeniem wzglq__
zadanych par wskaZnikéw. Zalezy ono tylko od tych par, a nie od kolejnos
jakiej przeprowadzane sg zwezenia wzgledem poszczegolnych par. W przypadk rd:
{1,...,p} = {21 F1s- -y tr, Jr}, Otrzymuiemy pelne zwezenie.
Rozwazmy jeszcze raz iloczyn tensorowy Ly ® - ® L, 1 zaléimy, z&é dla
przestrzeni jest zadany izomorfizm g: L; —» L* (w zastosowaniach jest on najcz
zadany za pomoca, niezdegenerowanej formy dwuliniowej symetrycznej na L; ). We
czas odwzorowanie hiniowe

d®  ®yQ@ - Qid:Li® QL® QL —Li® QL@ ]

nazywa sie ,opuszczeniem i-tego wskaznika”, a odwrotne do niego — ,podi
niem i-tego wskaznika”. Pochodzenie tej nazwy zostanie objasnione w nast:
paragrafie. '

Obie konstrukcje, zwezenie i podniesienie/opuszczanie wskaZnika, najczesciej sto
sowane sa w przypadku L; = L albo L*, gdy na L jest wyrézniona struktura orto
nalna. Pojawia sie wiedy cala masa odwzorowanl liniowych wiazacych m}@dz
przestrzenie L*®p®L®", otrzymywanych jako zlozenia podniesien i opuszc
wskaznikéw i zwezen. Odgrywaja one bardzo istotna role w geometrii riemanowsk
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ie 53, wykorzystywane (w polaczeniu z operacjami analitycznymi typu rézniczko-
ania) do konstrukcji najwazniejszych niezmiennikéw geometryczno-réiniczkowych.,

';_'.Mhoéenie tensorowe jako funktor dokladny. Ustalmy przestrzen liniows,
‘rozwazmy odwzorowanie kategorii skoficzenie wymiarowych przestrzeni linio-
ch w siebie zadane na obiektach jako L — LM, a jako f — f®idy na

ﬁzmach Postugujac 51¢ samgy definicja, tatwo sprawdzié, Ze idg, — id; ® ar Oraz

fogr fog®idy = (f®idm) o (g @idu).

yn.;ica stad, ze to odwzorowanie jest funktorem, ktéry nazywamy funktorem mno-
2 tensorowego przez M.
Dowiedziemy, ze jedli cigg ¢ ~ L; — L ~—— L; — 0 jest dokladny, to takze

0—LoM B e LM 0

t dokladny. Ta wilasnosé jest nazywana dokfadnodcig funktore mnozenia tensoro-
wego. Nie przystuguje ona kategorii moduléw, podobnie jak dokladnos¢ funktora £,
ten niedostatek jest waznym obiektem badan w algebrze homoiogxcznej — por.
dyékusgs; w § 14, czesé 1.

‘Najprostszym sposobem wykazania tej dokladnosci jest wprowadzenie baz w Ly,
Ly, dostosowanych do f i g w ten sposéb, ze {eq,...,¢,} jest baza L1, {f(e1),- ..,
flea); €hprr- - hypo} jest baza L, a {g(el ), .., 9(el1,)} jest baza L,. Wybrawszy
zcze bazg {€f,...,e"} przestrzeni M widzimy, ze iloczyny tensorowe baz

{e:@ef}, {fe)®¢j,ei®¢j},  {g(er) ®ej}

s'@'fdostoéowane do f®idar, ¢ ®1dpy w powyzszym znaczeniu.

§ 3. Algebra tensorowa przestrzeni liniowej

1. Niech I bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniows nad cialem K.
lementy iloczynu tensorowego

) =L'® - QLRLY L

r q

nazywa si¢ tensorem nad L typu (p, q) wagi (lub rzedu) p+q. MOwi sie takze, 2e jest to
ensor mieszany, p razy kowariantny i q razy konirewariantny. Dwie pierwsze czedci
_ej'ksia;zki byly w istocie podwiecone badaniu opisanych niZej tensordw niskiego
zedu,

- a) Wygodnie przyjaé TO(L) = K, tj. nazywad skalary tensorami rzedu zerowego.
b) TP(L) = L*, tj. tensorami typu (1,0) sa funkcjonaly liniowe na L. Tensorami
Ypu (0, 1) sa same wektory przestrzeni L.
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c) L) = L*@ L. W paragrafie 2, p. § utozsamilismy L*Q L z p 5
L£(1,L). A zatem tensory typu (1,1) ,53" operatorami liniowymi w L.
d) TX(L) = L* @ L*. W paragrafie 2, p. 4 utozsamilismy L* @ L* 7 z (L ®
z przestrzenia odwzorowan dwuliniowych L x L — K. W ten sposéb mog
ze tensory typu (0,2) 433" iloczynami skalarnymi na L. Natomiast w § 2
samilismy L* & L* z L{L**, L*) = L(L,L*). Przy takim utozsamienii il
skalarnemu na L przyporzadkowujemy odwzorowanie liniowe [ —+ L* odp
jace traktowaniu tego iloczynu skalarnego jako funkeji jednego 2 argumernté
ustalonym drugim. W takim razie konstrukcje tensorowe rozpa,trywane
uogélnieniem konstrukeji z czesci 2. .
e) Podamy jeszcze jeden prayklad — tensor strukturalny K —algebry Ta
K-algebre przyimiemy przestrzett liniows L z dwuliniows operacja, Mnozs
L — L: (I,m) — Im, niekoniecznie przemienna ani nawet laczna, tak ze na pr
algebry Liego spelniaja te warunki. :
Zgodnie z twierdzeniem § 1, p. 3 b) mnozenie mozna ckreslié¢ takze ja,ko od
wanie liniowe LQ L — L W paragraﬁe 2, p. 5 dokonaliémy utozsamienia praest
LL®L, LYz (L®L)*® L albo, wykorzystujac jeszcze raz § 2, p. 4 oraz.
z L@ L* @ L. Tak wigc wprowadzi¢ na przestrzeni L strukture K algebry je
samym co zadad tensor typu (2 1) nad ta przestrzenia. Nazywa sie on.
strukturalnym tej algebry. "

2. Mnozenie tensorowe. Zgodnie z § 2, p. 4 mozemy utozsamic praest
TH(L) z (L® @(L")®9)", a nastqpme z przestrzenia odwzorowas wxeiohmo'

filix o x LxL*x oo x [F s K.

Dwa takie wieloliniowe odwzorowania typu (p, ¢) 1 (p', ¢') mozna pomnozy¢é
rowo, w wyniku czego dostajemy wieloliniowe odwzorowanie typu (p+ ', ¢

(FRa)h, . sl b ly, L) =
=l byl D) gl
gdzie l;, [ € L, I', I € L". 7 tej definicji bezposrednio wynika dwuliniowoéé
zenia tensorowego wzgledem jego argumentdw:
(afi+bfi)@g=a(f1®9g) +b(f:®g);
f®lag1 + bg2) = a(f @ g1) + b(f @ g2),
jak rowniez lacznoéé:
(fR®)Qh=fB(g®h)

Jednakze nie jest ono przemienne, gdyz w ogélnoéci f ® ¢ nie réwna sie g ® f-
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li nie korzystac z interpretacii tensoréw jako odwzorowan wieloliniowych, to
eme tensorowe mozna zdefiniowaé za pomocs odwzorowan permutacji z § 2,
' uwzgl@dmemem tacznosel, jako odwzorowanie

®"'®Li®fz®”'®Q®§*®‘;'®Li®§®';‘®1;”-*
g P 'y
*—PF®';'®L’:®{J®';®L;

pt+p’ g+q’

4

¢ o przestawia trzecig grupe zlozona z p' wskaznikow na miejsca bezposrednio
, plerwszej grupie zlozonej z p wskaznikéw, zachowujac ich wzgledna kolejnosé i
;gledng kolejnosé pozostalych wskaZnikéw. W tym kontekécie dwuliniowosé mno-
nia jest podobnie oczywista, a jego lacanodc jest réwnowazna z pewna tozsamodcia
ermutacji, ktéra caytelnikowi bedzie latwiej zauwazyd samemu niz sledzié diu-
e, cho¢ banalne objaénienia.

Algebra tensorowa przestrzeni L. Okreslmy

T(L)= & TAL)

Pg==1
suma prosta przestrzeni liniowych). Jest to przestrzen nieskonczenie wymiarowa,
tora wraz z okreslona w poprzednim punkcie operacja mnozenia tensorowego jest
zywana algebrq tensorowq przestrzent L.
auwazmy, ze dla przypadku przestrzeni nad cialem liczb zespolonych jest nieraz
zebne rozwazanie rozszerzonej algebry tensorowej, bedace} sumg prosta prze-
zeni L8P @ L 27 @ [%7' @ L*%7. Na przyklad, forma péltoraliniowa traktowana
fako tensor nalezy do L* @ L*. Zc wzgledu na brak miejsca nie bedziemy szczegd-
vo przedstawial te] konstrukeji.

§ 4. Notacja klasyczna

‘1. W klasyczne] analizie tensorowej formalizm tensorowy jest stosowany w ozna-
niach jawnie wykorzystujacych wspdlrzedne. Do dzid taka jego postaé wykorzy-
Stu_]e sig w geometryczne] i fizycznej literalurze, oceniajac ja sprawiedliwie, nalezy
aé jej gletkosé 1 zwartodé. Te postaé wprowadzimy w obecnym paragrafie i po-
zemy, jak wyrazajg sie w niej rozliczne konstrukcje opisane poprzednio,

2. Bazy i wspéirzedne. Niech L bedzie skoficzenie wymiarowa, przestrze.n'i‘ac
imowsa, Ustalimy baze {e,...,e,} w tej przestrzeni i bedziemy zadawaé wektory z
poprzez wspdirzedne (a*,...,a") wzgledem tej bazy: ¥ a'e;.

& . =1 ] )

W L* wybierzemy baz¢ dualna {e!,...,e"}, (ef,e;) = 6 = O dlai # j; 1 dla

J» a wektory z L* bedziemy wyrazaé poprzez wspdirzedne (by,...,b,), En_‘, biet.
: =1
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Polozenie wskaznikéw w obydwu przypadkach wybiera sie w taki sposob
wanie rozciagalo sie na pary jednakowych wskaznikdw, 2 ktorych jeden %a
w gory, a drugi u dolu.

W L*®r @ L& wpmwadzzmy 1Ioczyn tensorowy rozwazanych baz

{ez1®...®eip®gjl®---®ejq 1<i<n, 15.?)5?2}'_:'

Dowolny tensor T € T)(L) Jesi; wyznaczony preez swoje wspolrzedne TJ L

bazie: ) . _ _
=3 TéJ:.‘...‘ziq MR- ®33P Qe ® - ®cjy.

Zauwazymy, Ze sumowanie znowu prowadzi si¢ wzgledem par jednakowyeh
nikédw, z ktérych jeden jest zapisany u gory, a drugi u dolu. Jest to'tak ¢
terystyczna cecha klasycznego formalizmu, Ze czesto przyjmuje sie tmow
opuszczaniu znaku sumy we wszystkich takich przypadkach, gdzie wystg
rodzaju sumowanie,

W szczegdlnosci, pray tej umowie wektoty sa zapisywate w postau ale
cjonaly liniowe w postaci b;e'. lloczyn skalarny (dwoistodé) miedzy L* a fnﬁj
funkcjonaiu be na wektorze ajej jes’r. zapisywany wéwcme ja.ko afb- lub b

wet wektory e; czy ¢'. Wéwczas elementy L oznacza sie po piostu puez a
L* przez b;, a ogolny tensor T € 72(L) zapisuje si¢ w poslaci TJ1

stowy, w klasycznym zapisie tensora T

sq jewnie uwzglednione: wspétrzedne, inaczej skladowe T wzgl(;dem bazy te
wej L™® @ L9, indeksowane w ten sam sposéb jak elementy bazy tensorowej
grupy wskaznikéw (wiel owska,zmkl) — czgé¢ kowariantna wielowskaznika (zl

jest zapisywana u dolu, a czes¢ kontrawariantna (7y,...,7,) u gory; 2

nie sq wwzglgdnione: wybor bazy {er,...,e.} w L, wraz z dobrana do nie
dwoisty {e',...,e*} w L* oraz bazami tensorowymi we wszystkich przé_sti?z
T3(L}.

Czasami wygodnie lozpa,trywa.e tensory nalezace do przestrzeni, w ktory_
niki I i L s rozlozone w innym porzadku niz ten przyjety przez nas, np.
zamiast L*@ L lub L ® L*® I ® L. Ten fakt jest wskazywany poprzez zapi
jacy ,blokowego rozkladu” wiclowskaznikéw przy skladowych tensora. Na
skladowe tensora T € L®L* sy oznaczane 17, a T € L®L"®L®_'

t
T,

1l ?:zi;;'
3. Pewne wazne tensory. Do nich naleza;
a) Tensor mctvyczny ¢:;- Zgodnie z naszymi oznaczeniami nalmy on do '
a na mocy § 3, p. 1 d) odpowiada on iloczynowi skalarnemu na L. Warlo

(') nazywana, caesto konwenels Einsteina (prayp. thum.).
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yn dla pary wektordw o', b’ jest Téwna 5 gi;a'b lub prosciej, gi;a'b’. Stad
ka, 7e skladowymi tensora metrycznego sa wyrazy macierzy Grama wyjsciowej
a1y rzestrzeni L wzgledem odpowiadajacego mu iloczynu skalarnego.

acierz A}, Jest to element T'(L}, tj. na mocy § 3, p. 1 ¢) odwzorowanie
rzestrzem L w siebie. Przeprowa.dza ono wektor o/ na wektor, ktdrego i-ta
zedna jest 3 Ala? lub prosciej, A’af Tensor o walencji p+ ¢ mozna interpre-
¢ jako ,p + g-wymiarowa macierz”, a zwykle macierze s plaskie.
Tensor Kroneckera 8. Jest to element T;'(L) reprezentujacy odwzorowanie
ssamnosciowe przestrzeni L
Tensor strukturalny algebry, Zgodnie z § 3, p. 1 e} nalezy on do TXML)iz
wzglqdu w notacji wspdlrzednosciowe]j zapisuje sie go 33.1{0 vk, Wyznacza on
m"' we mnozenie w I zadane wzorem

at b o= cF = 5’

o pelny zapis. ma postac
(Z a"e,-) (Z bjej) = Z Z 'yk a‘bJ
i 7

Zmiana wspdlrzednych tensora przy zamianie bazy w L. Niech A%
dzie macierza zamiany bazy w L: e}, = Ale;, a B' — macierza przejscia od bazy
dwoistej do bazy {e;}, do bazy {e"}, dwoistej do {e}}. Latwo sprawdzié, ze
(A')~! — te macierz nazywamy kontragredientiq do A.

spolrzedne a' wzglqdem bazy {e}} wektora, zadanego w bazie {e;} wspoirze;d

1

mi a*, sa rowne Bla
naiogmame Wspoirzqdne b, wzgledem bazy {e} funkqona}u (czyli ,kowek-
)' o wspolrzednych by w poczqtkowej bazie {e'} s3 réwne Akbk

'Dla ‘wyznaczenia skla,dowych T i wzgis;dem primowanej” bazy tensorowej

) sk}a,dowych TJ 1oeday W}’JSC]OWQ_] bazie, wysta.rczy za.uwa,zyc ie prze-
p

Jreda _ 4l Lot pla 1. Ry
TG = A AL By e B T T
Nie nalezy zapominaé, ze zaklada si¢ przeprowadzenie sumowania po wszystkich
ach jednakowych wskaZnikéw po prawej stronie wzoru.

W tradycyjnym wykladzie te formule przyjmuje sie jako podstawe deﬁmcgz ten-

A mianowicie, tensorem typu (p,q) na n-wymiarowe] przestrzeni nazywa sie
.dwzorowanie T, przyporzadkowujace kazdej bazie L uklad n?*? skladowych — ska-

@r_c}w Tgll .' .' “7 7, przy tym takie, ze przy zamianie bazy zadanej macierza A skladowe

ensora, zm;ema;ad si¢ zgodnie z podanym powyzej wzorem.
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5. Konstrukcje tensorowe we wspdirzednych. a) Kombmac]e _
soréw jednakowego typu. Tu wzory sa oczywiste: .

(a 40T J = el d TS

<l (ST P

b) Hoczyn tensorowy. Na podstawie deﬁnicji podanej. w §3, p. Zmam

Y A C e

..zpzi...zp- CREPE PR I vl

W szczegdlnodci, skladowymi tensora rozkladalnego sa Ti’:i e Tz",',.

¢) Permutacje. Niech o oznacza permutacje wskaznikéw 1,. .., p, r be
wskaznikéw 1,...,q; fo,r: THL) ~ TJ(L) — odwzorowanie liniowe odpow
tym permutacjom, opisane w § 2, p. 3. Wowczas dla kazdego T € T L) s

¥ii et 1-—1(1)...‘]1-—-1((])

[f""’(T)]il el T.Z?aq(l) B . ("

d) Zwezenie. Niech a € {1,...,p} be{l,...,q} Jak to pokaza.l;smy

p. 8 istnieje odwzorowanie TJ(L) — f(L) Susuwajace” a-ty czynnik L*
czynnik I za pomocy odwzorowania zwq;zema. L*@&L — K, ktdre jes _
nym jak tylko zwyczajnym iloczynem skalarnym wektorow i funkqona,iow:lm
;) ®(a?) — bia’. ‘A zatem, oznaczajac przez T' tensor T zwezony wzgle
wskazn;kow (dolny a-ty, gérny b-ty), otrzymujemy '

Jx e dbeadord o Jo it Jomik o g

PR ML TR UL TEY PR
{po prawej sumowanie wzgledem k). Iterujac te konstrukeje, otrzyma
wanle zweZenia wzgiqdem kilku par wskaznikéw.
Przekonalidmy sie wiec, ze liczne wzory algebry tensorowej zapisuja i
minach iloczynu tensorowego 1 nastgpuiacego po nim zwezenia wzgledem jedne
kilku par wskaznikéw. Powtdrzmy je dla utrwalenia:

g,-ja"bj — zwezenie ((g;) ®@{d*) ®(b’.)}.

lioczyn skalarny: _ .
bia' — zwezenie ((b;) @(a)).

Skiadowe tensora w nowej bazie lub, uzywajac ,aktywnego punktu widzenia
tensora przy odwzorowaniu liniowym przestrzeni podstawowe;:

TS — awetenie (A ®A)R(BR @ B)®T)

Mnozenie w algebrze:

a b zwezenie ({tensor strukturalny) ®(a') ®(#)).
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C*-Z.e jeden przyklad — iloczyn macierzy;
(A;)(B:Jc) - (A;Bi) — zwezenie (Af, ® B).

dkredlmy raz jeszeze, ze dla.pelnego okredlenia zwezenia nalezy wskazad, wzgledem
-lej'pary wskaznikéw jest ono przeprowadzone — w zestawionych wyzej przykla-
‘jest to albo oczywiste, albo wynika z podanych'wezeéniej pelnych wzoréw.
‘Mozna stwierdzi¢ ogélnie, ze w klasycznym sformulowaniu alge‘ory tensorowej
ac;a zwezenia odgrywa taka sama unifikujaca role, jak operacja mnozenia ma-
rzy w sformulowaniu algebry liniowej, W paragrafle 4 czesci 1 podkreslaliémy,
oriomnogosmowe operacje o bardzo zréznicowanym charakterze mozna jedno-
opisaé przy uzyciu iloczynu macierzowego. Ta obserwacja odnosi si¢ w jeszcze
ngZym stopniu do algebry tensorowej i zwezenia polaczonego z iloczynem tenso-

€) Podnoszenie i opuszezanie wskatnikow. Zgodnie z definicjg podana w § 2, p. 8
podniesienie a-tego i opuszczenie b-tego wskaznika sa odwzorowaniami iniowymi

’»’;‘*’(L)m’ AL, TIL) — T (L),

czyme L*®r @ [®9 odpowmdmo a- ty czynnik L* na L lub b—ty czynnik L na L*.
Zgodnie z konwencjami przyjetymi na koricu p. 2 tego paragrafu skladowe otrzy-
anych w ten sposéh tensoréw nalezaloby zapisad w postaci

Ti_} P ia_]_zaia.+1 e ?:pjl ; ‘jq oraz T31 v 'l:p:h a .]b_ljbjb+1 - ‘JQ_

1i jednakze uméwié sie, ze po zastosowaniu odwzorowania podniesienia {opu-

zenia) wskaznika stosuje si¢ takie odwzorowanie permutacji przenoszace nowo

Vrowadzony czynnik I na prawo, a [* — na lewo, dopdki nie bedzie sasiadowac

u? obecnymi podobnymi sobie czynnikami, to mozna zachowaé poprzedni sposéb

pisu skladowych.

“Jak juz wspominalidmy, izomorfizmy ¢: L* — L i ¢~*: L — L* w zastosowaniach
ochodza, najczeéciej od formy dwuliniowej symetrycznej i niezdegenerowanej gi;
iz L. Poniewaz sama. ta forma jest tensorem, mozna do niej zastosowaé operacje

noszenia i opuszczania wskaznikdw. Opiszemy ten formalizm dokladniej.
orma g;; przyporzadkowuje wektorowi ¢ funkcjonal liniowy

bj —r Z g;jaibj

Wspdlrzednymi tego funkcjonalu w bazie dwoistej przestrzeni L* sa gija* (sumowanie
’ 'gl_q;dem i) lub ze wzgledu na symetrig g;;a. Innymi stowy, opuszczanie (jedynego)
ornego wskaznike tensora a* za pomocq tensora metrycznego g;; prowadzi do tensora

a; = gi;a’.
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Stad natychmiast otrzymujemy ogélny wzér dla opuszczania dowolnej hczb
nikéw tensora rozkiadalnego, a nastepnie przez liniowos¢ dla dowolnego ‘ten

Jrti- J

— g g eeege T Tt Bodrdr g
Tz TR 9514 gjrj‘:T?.l...Zp T '7

W szczegdlnoéci mozemy go wykorzystaé do znalezienia tensora g'f, otrzymane
¢:; przez podniesienie wskaznikow. Istotnie,

Gij = gikgjzg“

Odczytajmy teraz prawa strone wzoru jako wyrazenie dla (7, j)-go wyraiég-m
otrzymane]j przez pomnozenie macierzy (gix) przez _(E gj;g“). Poniewaz ¢

stronie mamy tzke macierz (¢ ), wiec oczywidcie
Ko gk
gig" = 6%,

tj. macierz (g%) jest macierzq odwrotng do (gi;) (wwzglednic symetrig)i}_T"
rachunek pokazuje, ze g jest tensorem Kroneckera. il
To dowodzi, Ze ogdlny wzdr dla podnoszenia wskaznikéw ma postaé

L e Y LT P
Tzl iy 9454

R

gi,,z" Tz’ pthag - #Jl o J
Dia podnoszenia {lub opuszczania) innych kombma,cy, wskaznikow nalezy posiuz

sig¢ zmienionymi w oczywasty sposéb wzorami.

§ 5. Tensory symetryczne

1. Niech L bedzie ustalong przestrzenia liniowa i 75(L) = L%, ¢ > 1. W '
fie 2, p. 3 pokazalidmmy, Ze kazdej permutacji liczb 1,..., ¢ mozna przyporzadk’
odwzorowanie liniowe f,: T (L) — T35 (L), dzialajace na tensory rozkiadalne z
Ze wzorem =

felb@®-®l) =Ly @ ®logg-

Tensor T € T#(L) nazwiemy symetrycznym, jeéli f,(T) = T dla kazdej perm
o € 8, Oczywiicie tensory symetryczne tworza, podprzestrzen liniows W
Wygodnie uwazad skalary za tensory symetryczne. Tensory symetrycezne z
odpowiadaja przy utoisamieniu z § 3, p. 1 d} formom dwuliniowym symef;rycz
na L.

Przez 59(L) oznaczymy podprzestrzen 73 (L) zlozona z tensoréw symet_ryc_:__zn
Skonstruujemy teraz projektor S: 73(L) — 75 (L), z obrazem réwnym S¢(L); 2
dajac, ze charakterystyka ciala podstawowego jest réwna zeru lub co najmn
jest dzielnikiem ¢!. Nazywa sie on odwzorowaniem symetryzujgeym (symetry

W klasycznej notacji zamiast S(T") zapisuje sig (e dq)
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gtwierdzenie. Okresimy

q' Z fD‘ 7-(—3 ”—”];Jq(‘[‘)
&S,

wc_a35'2 S orazIm S = S9(L).

Dowod Jest oczywiste, Ze w wyniku symetryzacji dowolnego tensora otrzymu-
y tensor symetryczny, wiee Im S C $7(L). Odwrotnie, operacja symetryzacji nie
ema tensoréw symetryczaych, wiec jesli T € S7(L), to T = S(T). To pokazuje
roczednie, ze Im S = S (L)1 §* = S.

3. Niech {ei,...,e,} bedzie baza przestrzeni L. Wowczas tensory rozkladalne
®® €, tworzq baze przestrzeni T (L}, a ich symetryzacje S (e, @ R ei,)

ozpinaja S"(L) Oznaczymy
| Sei®-- Qe)=e- e

ormalny iloczyn e; - -- €, nie zmienia sie przy permutacjach indeksdw, wiec mozna
rodze umowy wprowadzié kanoniczny sposéb zapisu takich tensoréw symetrycz-
S PR £ 5 N . . .
ych w postaci ;! - -e%n, gdzie a; > 0, a1 4 - -+ + @, = ¢, a liczba a; wskazuje, ile
a,zy wektor e; wystepuje w ¢; & - -- ®€iq'

Stwierdzenie. Tensory eil ... eln € SYL), ay + -+ + @, = g, stanowiq baze
przestrzem S L), dzighi czemu mozna utozsamié te przestrzer z przestrzeniq
ielomiandw Jjednorodnych stopnia g wzgledem elementéw bazy L.

owéd. Musimy jedynie sprawdzié, ze tensory vl ... ¢@n 53 linjowo niezalesne
TS(L). Jesli

Ay
ani anﬁx e, =0,

S(anl...an61®"‘®61®"'®en®i“®€n) =0.

aq G
rupujac po lewej stronie podobne skladniki nietrudno przekonad sie, ze wspdt-
nikami przy elementach bazy tensorowe] przestrzeni 7y'( L) sa skalary ca; ... a,.
nozone przez liczby calkowite bedace iloczynami liczb pierwszych < ¢. Ponie-
az z zalozenia charakterystyka K jest wieksza niz ¢!, wiec z réwnodci zeru tych
polczynnikéw wynika, ze wszystkie ¢q, . .. a, sa réwne zeru.

5. Wniosek. dim 5%(L) = (n +g - 1).

8. Oznaczmy S(L) = é S4(L). Na mocy stwierdzenia p. 4 mozna utozsamic
¢=0

S{L) 2 przestrzenia wszystkich wielomianéw wzgledem elementéw sazy L. Ta prze-
strzefi ma strukture algebry, w ktérej mnozeniem jest zwykle mnozenie wielomiandw.
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- Jednakze byé moze nie jest od razu jasne, czy to mnozenie nie zalezy od wj:b
wyjsciowej. Dlatego wprowadzimy je w sposdb niezmienniczy. Ze wzgled
nizej rozpa,trujemy wszystkie S7(L) jednoczesnie, zalozymy, ze charakterys.,'
jest réwna zeru.

7. Stwierdzenie. Wprowadémy w przestrzeni S(L) dwuliniowe mno;jé
rem i

Tng - S(T] ®T2), T1 € SP(L), .T2 S SQ(L)

Zadaje ono w S(L) strukture lgcznej, preemiennej algebry nad ciatem K.
sory symetryczne sq przedstawione w postact wielomiandw wzgledem elemento
L, to mnoienie odpowiada zwyklemu mnozeniu wielomiandw.

Dowdd. Spra,wdmmy najpierw, e dla dowolnych tensoréw 77 € TP(L),
74(L) zachodzi wadr :

S(S(M)@T:) = S(Li®S(1y)) = S(MQTs).
W istocie

SM®T == 3 L(T)®T,

' o€Sy
skad

S(S(T) ®Ty) = 5 S (1) @T

T €Sy

Dalej S(f,(T1)®T2) = S(T1®T3) dla dowolnych ¢ € S,. Jest to oczywist
przypadku rozkladalnych tensorow T3, T3, a dla pozostalych wynika z li
Dlatego suma po prawej stronie zawiera p! skladnikéw S(7Ty ® 13), tak ze

S(5(T) @ Ty} = S(T1 @ T).

Analogicznie dowodzi sie druglej réwnosci.
Stad latwo wywnioskowad, ze dla tensoréw symetrycznych operacia (Tl,
S(T1 ®T,) = T\ T, jest taczna. Istotnie,

(LD)T5 = S(S(Ti @)@ Ts) = S(T1 T QT5)
i analogicznie
T(TT) = ST Q@ S(LRQTS)) = ST QTa @ T).

Jest ona takze przemienna: wzdr S(Ty @ T) = S(T2a @ T1) jest oczywisty dla te
row rozkladalnych, a dla pozostalych wynika z liniowoéci. .
Z powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze

(et et

n

co koriczy dowdd.
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8. Skonstruowana powyzej algebra S(L} jest nazywana algebrg symetryczng prze-

Elementy algebry S{L*) mozna traktowad jako funkcje wielomianowe na prze-
trzeni L o wartosciach w K: elementowi f € L* przyporzadkowuje si¢ jego samego
kﬁowa.nego jako funkcjonal liniowy na L, a iloczynowi elementéw z S(L*) i ich
binacji liniowej — iloczyn i kombinacje liniows, odpow;ada.ja‘cych im funkecji. Nie
st bez reszty oczywiste, ze rézne elementy S(L*) réznig sie takze jako funkcje na
estrzeni L. To zagadnienie pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. Dla alge-
1y’ symetrycznej przestrzeni nad skonczonym cialem, ktors, wprowa.dzimy ponizej,
ytuacja. jest juz inna, np. funkcja «? — z jest tozsamosciowo réwna zeru w ciele K
‘elementach.

9“ Inne okreslenie algebry symetrycznej. W przyjetym przez nas okresleniu
gebry symetrycznej za pomoca operatora symetryzacii S wykonywane jest dzie-
snie przez pl. Jest to niemozliwe dla cial o skonczonej chrakterystyce i w teorii
oduléw nad pierécieniami, gdzie takze jest wykorzystywany z wielkim pozytkiem
tmalizm algebry tensorowej. Z tego wzgledu pokrdtce przedyskutujemy inne okre-
enie algebry symetrycznej przestrzeni L, w ktorym jest ona zrealizowana nie jako

odprzestrzes, a jako przestrzen ilorazowa To(T) = G) (L.

W tym celu rozwazymy ideal dwustronny I w a,lgebrze tensorowej To(T'), gene-
owany przez wszystkie elementy postaci :

T— (T, TeT)(L), 0685, p=123,...

lada sie on ze wszystkich mozliwych sum tensoréw takiego typu, pomnozonych
lewej i prawej strony przez dowolne elementy To(T). Nietrudno spostrzec, ze I =

1IT’, gdzie I = INTF(L), tj. ze ten ideal jest idealem z gradacja.
- Okreslimy
S(L) = T(L)/1

.-.t_yinczasem tylko ze struktura przestrzeni ilorazowej. Te same rozwazania, co w § 11
‘czescl 3 pokazuja, ze

1)=& (L), (L) =TL)/I

Ze wzgledu na fakt, ze I jest ideatem, w § (L) mozna zadaé mnozenie za poinoca
‘wzoru

(M+ L+ D=TQTh+1
Jest ono dwuliniowe i laczne, poniewaz te wlasnoéci ma mnozenie tensorowe. Po-

f_na.dto jest ono przemienne, bo jesli Ty, T; sa rozkladalne, to T, Q Ty = f,(T1 ®T3)
dla odpowiednio dobranej permutacji o, skad wynika TV T — T, Q11 € [. W ten
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sposéb S(L) otrzymuje strukture lacznej przemiennej K-algebry. Mozn
nie dowies¢, ze naturalne odwzorowanie L ~— S(L): Lo 14T jest wlozeniey
elementy S(L) jednoznacznie wyrazaja sie jako wielomiany wzgledem eleme
wolnej bazy przestrzeni L. Elementy S’P(L) odpowiadaja Wlelomia,nom jedno
stopnia p. : -

Jeéli charakterystyka K jest zerem, to odwzorowanie
S(L) — To(L) — S(L)

jest izomorfizmem algebr zachowujacym gradacje. Wobec tego, ze §(L) in'oz
niowaé w tej ogdlniejszej sytuacii, dla potrzeb zastosowan algebrawznych wyg
okresli¢ algebre symetryczng wladnie tym sposobem.

§ 6. Tensory antysymetryczne i algebra zewnetrzna
przestrzeni liniowej

1. Wracajac do sytuacji rozpatrywane] w § 5, p. 1 tensor T c Tq(,{‘,
zwiemy antysymetrycznym (skosnie symetrycznym Eub rzadziej, alternujqeym
fo{T) = e(o)T, gdzie dla dowolnej permutacii ¢ € S, przez (o)
znak o. Jest oczywiste, e tensory antysymetryczne w Ty(L) stanowia po
strzen liniows, natomiast skalary wygodnie jest traktowaé zardwno jako tens
symetryczne, jak i antysymetryczne. Przy utozsamieniu opisanym w § 3 p. 1
sorom antysymetrycznym z TH(L*) odpowzadajq formy dwuliniowe symplek
na L.

Pizez A?(L) oznaczymy podprzest‘rzeﬂ T5 (L) zlozona z tensoréw a;ntysym
nych. Analogicznie do § & skonstruujemy projektor liniowy A: T7(L) — T7(L
rego obrazem jest AY(L). Jak i tam zalozymy na razie, ze charakterystyka
skalaréw nie jest dzielnikiern ¢!. Projektor A bedziemy nazywad antysymelt_i"_
albo alternowaniem. W klasycznych oznaczeniach zamiast A(T') pisze si¢ lit

2. Stwierdzenie. Okredlmy

A= ¥ ela)fn THD) — T(L)

o0& Sy

Wéwezas A* = A oraz Im A = \Y(L).

Dowéd. Najpierw sprawdzimy, Ze po zastosowaniu operacji antysymetryza
dowolnego tensora otrzymujemy tensor antysymetryczny. Rzeczywidcie, wo‘nect
e f, i £(o) sa multyplikatywne wzgledem o oraz £(c)? = 1 otrzymujeriy
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' TESy ' TeS,

D = 55 X 5m) = 5 5 e =

= e:(cr)-l—; 3" e(or) for(T) = (o) AT

N TGES.;

Co wiecej, mamy

!)2 Z C"T fa'r = ; Z P)fp

o, TESy peSq

3 ".irynika, ze A jest projektorem.

“Istotnie, dowolny element p € S, mozna przedstawié w postaci iloczynu o7 do-
{adnie ¢! sposobami: wybieramy o dowolnie, a 7 wyznaczamy z réwnoéci 7 = o~ 1p.
Stad tak jak w stwierdzeniu § 5, p. 1 wynika, ze Im A = A?(L).

3. Niech {e1,...,e,} oznacza baze przestrzeni L. Wtedy tensory proste e; Q-
tworzg bazg 7y'(L), a ich obrazy po antysymetryzacji A(e;, @ - ®eiq) roz-
aja AY(L). Wprowadzimy oznaczenie

A(eé1®~~®ei ):ez‘l/\.../\eiq

znak A nazywany jest symbolem ,mnozenia zewnetrznego”).

. Zauwazmy teraz, e w odréznieniu od przypadku symetrycznego, przestawienie
owolnych dwéch wektoréw w iloczynie e, A ... Ae;, -zmienia jego znak, ze wzgledu
ia, antysymetrie tego tensora. Stad wynikajg nastqpujqce dwa wnioski:

a) e, A.. Aej = 0, jesti ¢, = iy dla pewnych a, b, pod warunkiem, se char K # 2.
b} Przestrzen A*(L) jest rozpigta przez tensory postaci i, N A €, gdeie 1 <
<32< ...<ian.

~ W szezegdlnodei wynika stad natychmiast, 2e A™(L) = {0} dlam > n =dim L.
Nastepujacy rezultat jest odpowiednikiem stwierdzenia § 5, p. 4.

4. Stwierdzenie. Tensory €, /\.../\ez’q EN(L)dlag<n, 1< < <... <
n stanowiq bazg przestrzent AY(L).

. Dowdd. Musimy jedynie sprawdzié, ze w T (L) ten ukiad tensordéw jest liniowo
_i_eza,ieény. Jesli

Zci;...iqeig A"‘Aeiq =,

A(Zc?:l ...iq€i1®"'®eiq)= U

‘Poniewaz wérdd wskasnikéw iy,...,7, zadne dwa nie powtarzaja sig, a one same sg
iporzgdkowane rosnaco, wiec po wykonaniu permutacji indekséw po lewej stronie
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otrzymamy kombinacje liniowa parami réZnych elementéw bazy tensofd

ze wspolczynnikami postaci i%ic’i oo Ta kombinacja bedzie tylko '\;Vte_d

zeru, gdy wszystkie ¢;, | ;. beda zerami.

5. Wniosek. dimA%(L) = (?), dim éﬂ A(L) =27,
q:

6. Wprowadzmy oznaczenie A(L) = @ A(L). W przestrzeni tensorow

metryczaych, analogicznie do przypadku tensorow symetrycznych okreshm
cje zewngtrznego mnozenia i wykazemy, ze wprowadza ona do A(L) strukture
lacznej, zwanej algebrq sewngtrzng lub algebrg Grassmanna przestrzeni L

7. Stwierdzenie. Operacja dwuliniowa
TiAT=AN®T), Tie N(L), The /\Q(L),

na N(L) jest tgezna, Ty ATy € ATP(L), ToATy = (1P AT, (e wiasnosc

sig czasem antykomutatywnodcig).
inf2] -

W szczegélnoéci, podprzestrzen A*(L) = @ A*{L) jest centralna poda
g=0 &

algebry A(L). :

Dowdd. Podobnie jak w przypadku symetrycznym, sprawdzimy na,;p
dla kazdych Ty € Tf (L), T» € T(L) zachodza wzory

AAT)Q®T) = AL A(T)) = AT @ T2).

W istocie

A(T1)®T2 = ';f Z E(Q)fa(Tl)_®T21

-
skad
AAMRTD) =Y, e(a)A(f,(THRT).

7ESy

Rozwazmy wlozenie S, — Sp44, 0 — G, gdzie

&(i)m{ o(i) dlal<i<p,

i dlai>p.

Oczywiscie, fo(T1) QT2 = f A(Ty @T3), 2 ponadto A1 f; komutuja ze soba; ta
Af(I QD) = AT QT =e(3)A(T1QT2) = e(0)A(Ty @ Th). Dlatego .

AAT)QT) = -5? $° AT ®Ty) = AT, @ T).

T o€Sy
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Ioglczme mozna wykazaé druga rdwnosé, a nastepnie sprawdzi¢ lagczno$é mno-
2 zewnetrznego tak samo jak w przypadku.symetrycznym:

(T; A Tg) A Tg - A(A(T1®T2) ®T3) - A(Tz ®T2 ®T3),
T1 A (Tz A T3) - A(T1 ®A(T2®T3)) R A(T} ®T2 ®T3)

sir AT ®T) = (—1)ALQT) dla Ty € TF(L), T, € T (L) wynika z ob-
; acil, 2¢ o ®@ Ty = fo(T1 ®Ty), gdzie o jest permutacja bedacy iloczynem pg
spozycp — czynniki T, nalezy kolejno przeprowadzaé na lews strone T3, za
ym razem przestawiajac je na miejsce ich lewego sasiada 2z T17.

. Inne okreslenie algebry zewnetrznej. Podobnie jak w przypadku syme-
ycznym, wada przyjetego przez nas okreslenia algebry zewnetrzne]j jest koniecznosé
ykonywania dzielenia przez p!. Inna, pozbawiong tej wady definicje, dzicki kidrej
A(L) jest zrealizowana jako przestrzen ilorazowa, a nie podprzestrzen 7o(L), wpro-
wadzamy w pelnej analogii do przypadku algebry symetrycznej.

‘Rozwazmy ideal dwustronny J w algebrze To(T), generowany przez wszystkie
ementy postaci

—e(o)fAT), T eTFL), oc€b85, p=123,..

Nietrudno przekonad sie, ze J = % JP, gdzie Je=J N75 (L), a wiec jest to ideal z
o p=1 ‘

g _fa'dacjai. Okreélimy przestrzed ilorazowa, A(L) = To(L)/J. Wtedy

P

AL =DN @), AL =TI

pal)

Poniewaz J jest idealem, wiec mozna zdefiniowad mnozenie w A(L) za pomoca wzoru
(T1 +J)/\ (T2+J) = T1®T‘2+J

Jest ono dwuliniowe i laczne, poniewas te wiasnosci przysluguja mnogeniu tenso-
ywemu. Jest ono ponadto antykomutatywne, gdyz dia Ty € T(L), Ty € T7(L)
zachodzi TV QT — (1), QT € J.

Nietrudno sprawdzié, ze skonstruowana w ten sposéb algebra jest izomorficzna z
wprowadzong w § 15 czedci 2 algebrg Clifforda przesirzeni L wyposazonej w zerowy
tloczyn skalarny.

Rzeczywiscie, odwzorowanie o: L — A(L), o(l) = [+ J, spelnia warunek ¢({)? =
o[y A o(l) = 0 dla kazdego !, gdyz o(1) A o(l) = —~a(I} A o(l). A zatem na mocy
twierdzenia § 15, p. 2 czedei 2 istniejejedyny homomorfizm K-algebr C(L) — A(L),
t&kl e o jest superpozycia L _£, C(L) fo— 7\(1;), gdzie g oznacza odwzorowanie
kanoniczre. Poniewas [, generuje 7o(L) jako algebre, a o(L) generuje AL), wiec
C{L) — A(L) jest surjekcja. Z drugiej strony wobec dimC(L) = 2* wystarczy
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en N Aey, 1 <4y <dy < ... < iy < n, gdzie {eg,...,e,} oznacza az
stanowxq baze A'(L). To spra.wdzeme opuscimy.

Podobnie jak w przypadku symetrycznym, jesli cha.ra.kterystyka K jest 2
to zlozenie odwzorowan

AL — To(L) — N(L)
jest takze izomorfizmem algebr zachowujacym gradacje. B
Wobec tego, ze A(L) jest zdefiniowana w ogdlniejszej sytuacii, w ten wiad
sob wprowadza sie algebre zewnetrzng dla potrzeb samej algebry. W zastdébw
do geometrn rézniczkowej hub analizy, gdzie K = R albo €, mozna posiugx
naszym wyjsciowym okresleniem. .

9. Hoczyn zewnetrzny i wyznaczniki. Niech L oznacza n-wymiarow
strzedi liniowa. Zgodme z wnioskiem p. 5 przestrzen A™(L) jest jednowymiar
jest to maksymalna niezerowa potega zewn@trzna przestrzeni L. _

Na mocy § 2, p. 7 dowolny endomorfizm f: L — L indukuje endomorfiz:
néw tensorowych , -
f#=f@ @ f: T(L) — TF(L).
Latwo sprawdzié, ze f®° komutuje z operatorem alternowania A i z tego powo
odwzorowuje AP(L) w AP(L). Obcigcie do AP(L) odwzorowania f®” naturalnié be
oznaczyé przez f7. W szczegdlnosci, dla p = n odwzorowanie fA": A"(L) = A"
powinno by¢ mnozeniem przez skalar d{f}, gdyz A™(L) jest jednowymiarowa

10. Twierdzenie. W podanych oznaczeniach d(f) = det f.

Dowdd. Obierzmy baze {ey,...,e,} przestrzeni L i wyrazmy f za pomdca‘

cierzy w tej bazie:
n

fleg) = 3 ajes.
Tloczyn zewnetrzny e A. . .Ae, jest baza A"(L), a zatem liczbe d( f) mozna wyznac
7z réwnosci 3

A e he)=d(fles A... Aey,
Jednakze

Frer A Aew) = A(f(e) @+ ® flea)) = Fler) A A flea) =
= (Calei ). (zazn%)

f1:=1 fnzl

Zgodnie z tabelkq mnozenia w algebrze zewnetrznej

a1 €4 /\a2 ezz/\.../\aiﬂein =

. 5(0)(121...@,3;”61 AN ey, jesh Gy, i = {1,...,n}
0, w pozostalych przypadkach;
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ie przez o zostala oznaczona permutacia przeprowa,dzaja‘ca irnakdlal <k<n.

'eﬁl suma wszystkich wspdlezynnikow &:(a)a1 e Zﬂ jest identyczna ze standar-
m wyrazeniem dla wyznacznika det(d}), co konczy dowad.

11: Whniosek. Ukltad wektorow ey, ..., el € L jest liniowo zaleiny wtedy i tylko
'd?f: gdyer A Aey=0.

Rzeczyw1sc1e mech fi: L — L bedzie izomorfizmem przeprowadzajacym e; na e,
e {€1,...,en} jest pewng baza L. Wéwczas liniowa zaleznodé ukladu {e}} Jest
}i‘owa,ina, ztym,2edet f =0, tj. ef A...Ael, =0

_. 2. Proste p-wektory Przyjelo si¢ nazywal elementy T € AP(L) p-wektorami.
T nazywamy p-wektorem prostym (rozktadalnymy, jedli istnieja takie wektory ey, . . .,
€l,7eT=e1 A...A e, Dla dowolnego p-wektora T zbiér

AnnT ={e€ L]enT =0}
emy jego enihiletorem. Oczywiscie, Ann T jest podprzestrzenia L.

13. Twierdzenie. Niech Ty bedzie rozkladalnym p-wektorem i Ty — rozkladal-
m g-wektorem, a Ly, odpowiednio, Ly — ich anihilatorami., Wowczas

a) Iy D Ly wtedy i tylko wtedy, gdy T\ dzieli sig przez T3, t. Ty = T AT dla
ewnego T € AP~9(L);

b} Ly N Ly = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy Ty ATy # 0;

[ jes’lz' L]ﬂLz = {0}, to L1 -+ Lz = Ann (T1 A Tg)

Dowdd. a) Jedli a AT = 0, t0 2 A(TAT) = T A (2 AT) = 0, a wige z
odzielnodci Ty przez T3 wynika, ze Ly C Ly.

- Dla dowodu odwrotnej implikacji wyznaczymy anihilator p-wektora e; A. .. Ae,.
éél_i uklad e,...,e, jest lintowo zalezny, to jeden z wekioréw e;, powiedzmy e,
yraza si¢ liniowo poprzez pozostale, a wéwczas

k13
e1 .. Aep = (Za’e;)/\eg.../\enzﬂ.
1=2 '

jij_zyjmiemy, ze ey A\, .. Ae, nie jest zerem i pokasemy, ze wéwezas Ann (e1 AL . Aep)
-powloka, liniows, wektorow ey, .. ., e, Jest oczywiste, ze ta powloka liniowa jest
awarta w anihilatorze, ho

AN Ne)=d(ej e A(er A AejyAejpn AL Ae) =0.

zupelnimy liniowo niezalezny uklad wektoréw {el, .,yep} dobazy {e1,...,ep, €041,

en} przestrzeni L oraz wykazemy, ze jesli Z a'e; € Annfe; A .. A ep), b0 @' =0
(5}

1_& t>p. W istocie,

K
(Z aée;) Aler AL Ahep) = Z ae;A (el A... Aey),

fE3] 1ep4i
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a (p+1)-wektory e; Aeg A ... Aep dlap4+1 < i< nsaliniowo niezalezne,

Zalozymy teraz, ze Ly D Ly iniechTy = e AL A ep, T, = 61 Aey. Po:
liniowa {el, ,ep} zawiera powloke liniowa, {el, er}, & wigc ma bazq Po
{el,.. +€gs €gars- e, }. Mozemy zatem wyrazié wektory e; jako kombmac;e h
wektorow tej ba,zy, co pozwoh zapisaé T} w postaci aejA. .. AepAep A, Aep,
jest wyznacznikiem macierzy przejscia od bazy primowanej do bazy meprmiow nej
To pokazuje, ze T jest podzielne przez T. _

b), c). Jesli {ex A... Aep) A(eh AL . Ael) # 0, to uklad {ei,.. .,ep,e’l,
jest liniowo niezalezny. Stad wynika, ée przeciecie powlok liniowych {ey,..
{el, e, el } tj. anihilatoréw Ty 1 T3, zawiera tylko wektor zerowy, Ten argument da;
sie oczyw;sme odwrdcié, Z charakteryzacii anihilatora p-wektora prostego, Wyka,?a
w trakcie dowodu punktu a), wynika teraz ostatni punkt tezy. :

14. Whniosek. Odwzerowanie

A niezerowe p-wektory proste
z doktadnosciq do czynnika skalarnego

— (p-wymiarowe podprzestrzenie w L.)'
jest bijekciq.

Dowdd. Jest widoczne, ze anihilatory dwdch rézniacych sie o czynnik s
larny niezerowych wektordw prostych sa jednakowe, a wiec okredlenie powyzszeg
odwzorowania jest poprawne. Kazda p-wymiarowa podprzestrzen Ly C L jest za
warta w ob?&me tego odwzorowania, bowiem jesli {ey,...,e,} jest baza Ly,
Ly = Ann(e; A ... A ep). | wreszcie, injektywno$¢ wynika z tezy a) twierdzenia p 1
—jeshi AnnTy = Ann To, to Ty =T AT, a T jest D-wektorem, tj. skalarem. "

15. Rozmaitosci Grassmanna. Rozmaitosciq Grassmanna lub grassmans
nem Gr{p, L) nazywamy zbiér wszystkich p-wymiarowych podprzestrzeni przest
rzeni L. Dla p = 1 otrzymujemy szczegdlowo zbadana poprzednio przestrzen rzu
towa P{L). Wniosek p. 14 umozliwia takze w przypadku dowolnego p zreahzowam
Gr{p, L) jako podzbioru przestizeni rzutowej P(AP(L)).

W istocie, odwzorowanie odwrotne do Ann wyznacza wlozenie

P

Ann~': Gr(p, L) — P(A(L)).

Zapiszemy je w jawnej postaci. Wybierzmy baze {ei,...,ex} w L i rozwaﬁ';myi
wloke liniows ukladu p wektordw

7%
Za;ei, J= 1., p.

1=

Baze AP{L) stanowi uklad (g) prwektorow {ez-1 AL A e, |1 <4 < ..

-1

n}. Odwzorowanie Ann~! przyporzadkowuje tej powloce liniowej prosta w AP(L
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_generowany, przez p-wektor
(2 ) ron (2 )

WSpéirzqdnymi jednorodnymi odpowiadajacego jej punktu w P(AP(L) sa wspdl-
edne tego p-wektora wzgledem bazy {e; A...A ez’,,}'

P n . .
/\ (Z a;e;)' = Z Al zpéii AL A €,

g=1 =l 1€ <€ ngipln

:Dokladme taki sam rachunek, jak przy dowodzie twierdzenia p. 10 pokazuje, ze
Al vip jest minorem macierzy (aJ) ziozonym z wierszy o wskaznikach 4,..
1, Przynajmmej jeden z tych minordéw jest rézny od zera dokladnie wiedy, gdy
‘rzad macierzy (a a') ma maksymalna wartosé p, tj. gdy powloka liniowa wybranych
wektorow jest rzeczywiscie p-wymiarowa.

Wektor (...,: A% ) jest nazywany wektorem grassmannowskich wspdt-
‘rzednych p-wymiarowej podprzestrzeni rozpietej przez

Za}ei, i=1...,p

j=1

7 tej konstrukcji mozna wywnioskowaé, ze dla scharakteryzowania obrazu Gr (p, L)
w P(AP(L)) potrzebne jest kryterium prostoty p-wektoréw. 'lemu zagadnieniu jest
'posw1qcone nastepujace twierdzenie.

. 16. Twierdzenie. a} Niezerowy p-wektor T' jest prosty wiedy i tylko wtedy, gdy
dimAnnT = p. Dla pozostalych p-wektordw niezerowych dimAnnT < p.
b} Ustalmy bazg {ey,...,e,} przestrzeni L 1 niech p-wektory T' bedq zadane po-
przez swoje wspdlragdne wagledem bazy {e; A... A €, 1< <ip<... <, <n}
w AP(L):
21 ?.p .
T=>T e, Ao Neg
Wéwezas istnieje taki uktad rdwnad wielomianowych o wspdiczynnikach cathowitych
wzgledem Tt , zaleiny tylko od n i p, 7e p-wektor T jest prosly wledy i tylko
wtedy, gdy T*1" "' jest rozwigzaniem tego uktadu.
Dowod. Rownoé¢ dimAnnT = p dla p-wektordw prostych wyka,zalis'myrjui
przy dowodzie twierdzenia p. 10.

Niechdim AnnT = r i wektory ey, ..., ¢, rozpinaja Ann 7. Uzupelnimy ten uktad
- do bazy {e1,...,e.} w L i prayjmiemy

T=3T"" ey Ao hey.
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7 warunku ¢; AT = 0 dla kazdego i = 1,...,r wynika, Ze Tt 0, gdy ty
{t,...,7} & {&,-. zp} Dalej jest tez jasne, ze jesli T # 0, to 7 < p i e
podzielne przez e; /\ . A e,. Dlatego jedli r = p, to p-wektor T jest proporcjo
do ey A... A&, a wiec jest prosty.
b) Korzystaga,c 7 POWYZSZELo, mozemy jako kryterium prostoty p«wekto
podaé warunek, aby przestrzen rozwigzan nastepujgcego ukladu réwnan hmo
z niewiadomymi z!,...,z" € K miala wymiar p:

(émiei) A (ZT“ .--7:,';:|t,,’é1 /\.“/\eip) = 0.

Uklad ma n niewiadomych i sklada sie z (pff_ 1) rownan, a wyrazami macnerz

ukladu sa calkowitoliczbowe kombinacje liniowe T - "’. Rzad tej maciers
zawsze > n — p, bo dimAnn < p. Stad wynika, Ze prostota T jest réwnowa
z zadaniem, by rzad tej macierzy byl < n — p, tj. by zerowaly sig¢ wszystkie ;
nory rzedu (n — p+ 1) tej macierzy. To wlasnie jest szukanym ukiadem réwna
wspdlrzednych grasmannowskich tensora prostego. :

Rozpatrzmy kilka przykladow i szczegdlnych przypadkow.

17. Stwierdzenie. Dowolny (n ~ 1)-wektor T jest prosty.

Dowéd. Oczywidcie, zAT = f(z)e1A. .. Aen, gdzie f(z) jest jakas funkeja li

na L, a {e,...,en} jest ustalong baza L. A wiec dimAnnT = dimKer f > n

Jesdhi jednak T # 0, to f # 0, a wiec takze dimKer f = n — 1. Na mocy czesc

twierdzenia p. 16 T jest prosty.

W odniesieniu do rozmaitoéci Grassmannna stwierdzenie to oznacza 1stnle
bijekeii

(hiperplaszcayzny w L) — P /\ﬂhl(L)).

Poniewas hiperplaszczyzny w L odpowiadaja punktom P(L*), otrzymujemy izo
fizm kanoniczny
*Y o ne-1
PL)y = P(N\" (L))
Ponizej podamy uogdlnienie tego rezultatu. _
18. Stwierdzenie. Niezerowy dwuwektor T € AXT') jest wtedy i tylko. ok
prosty, gdy T AT = 0. |

Dowéd. Koniecznoéé warunku jest oczywista. Dowdd dostatecznoéci przepro
wadzimy przez indukcie wzgledem wymiaru n, zaczynajac od trywialnego przypad
n = 2. Niech {ey,..., €41} oznacza baze L. Wyrazajac T przez e; A e; mozemy :
pisaé T w postaci T = en41 AT1 + T2, gdzie T} jest kombinacja e;, Tp — kombma
e; Nej, gdzie 1 <1, < n. Z warunku T AT = 0 wynika, Ze .

TQ/\T2+2en+1/\T1AT2=O,



§ 6. Tensory antysymetryczne i algebra zewnetrzna przestrzeni liniowej 203

(enst AT1) A (€ns1 A Th) = 0 i T3 nalezy do centrum A(L). lloczyny zawierajace
.41 nie moga wystepowad w T A T3 i dlatego

g

Tz/\Tgmen+1/\T1/\sz0.

: Wﬁbec T; ATy = 0, na mocy zalozenia indukcyjnego T3 jest prosty. Poniewaz Ty AT
pie zawiera iloczyndw z e,q, wnioskujemy, ze Ty A Tz = 0. To oznacza, ze Tj nalezy
“do dwuwymiarowego anihilatora T3 i T3 = 7] A Ty. Ostatecznie

T o €n41 /\T] +T1I/\T1 ] (5n+1 +T{)/\T1,

to konczy dowdd.
Ten rezultat takze dostarcza informacji o rozmaitosdciach Grassmanna, tym razem
Gr (2, L).

19. Whniosek. Kanoniczne odwzorowanie Gr(2,L) — P(AYL)) pozwale utoz-
samid przy n > 3 grassmannian plaszezyen w L z przecigeiem kwadryk w P(/\Z(L))
. Dowéd. Plaszczyzny w L odpowiadaja prostym rozpigtym przez dwuwektory

“proste w A*(L). Warunek prostoty dwuwektora 3> T 122 e;, A ¢, ma na podstawie
<ty
_stwierdzenia p. 18 postaé

Iy ..
(z T %, /\822)(2 Thjzejl/\ejz) =0

i<tz 1<z

lub inaczej o
| > T (i i, i1, o) = 0,

it <iz

gdzie kazdy skladnik po lewej odpowiada cawdrce wskaznikdw 1 < ky < ky < ks <
ky < n, a2 eliy, iy, J1,52) Jest znakiem permutacji rozmieszczajace] elementy zbioru
Airday j1, g2} = {ky, ko, ks, by} w porzadku rosnacym.

W szezegoluosel przy n = 4 otrzymujemy tylko jedno réwnanie

(23 _ 1324 + .TMT23 = 0,

4 ktérego wynika, 7e Gr{2, K*) jest czterowymiarowa kwadryka w P(A*(K?)) =
:!’{K“). Nazywamy pa kwadryka Pliickera.

© 20. Mnozenie zewnetrzne 1 dwoistosé, Niech dim L = n. Zgodnie z waio-
skiem p. 5 i znang symetria wspdtezynnikéw dwumiennych mamy dla kazdego 1 <

psn:
. P -y 7L 1 R-p
dimA'(L) = () = (2 ) = dim A"(L)
To moze sugerowad istnienie kanonicznego izomorfizmu badz kanonicznej dwoistosci

migdzy tymi przestrzeniami. Z dokladnodcia do niewielkiej komplikacji realizuje sig
ta druga mozliwosd.
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Rozwazmy operacje mnoZenia zewnetrznego

N x ALY — N'(L): (T3, T0) = T A T

7 jej dwuliniowosci wynika istnienie odwzorowania liniowego

N(@L) — LA AN @) =N L)y @A (L)

(ostatni izomorfizm jest szczegdlnym przypadkiem izomorfizmu opisanego w §
p. 5). Jadrem tego odwzorowania jest przestrzen zerowa. Istotnie, niech {e,. ,e
bedzie baza, L. Przyjmijmy Ty ATy = (T1, Ta)es A ... A en, gdzie Ti € AP(L), T,
APTP(L). Jest jasne, ze (11, T) jest dwuliniowym 1loczynem skalarnym migdzy AP(
a A"P(L). Zbudujmy w AP(L) i A®"P(L) bazy zlozone z pwektorow OdeWledn
(n — p)-wektoréw prostych {e; A ... Ae}, {e; A Aegl, 1S4 < <<y
1< <. € Jap S Utozsamimy AN(L) z /\““?’( ) za pomoca odwzorow,
nia liniowego, przyporzadkowujacego p-wektorowi ey A ... A e, taki (n — p)-we
ey N ooi N €jo_yy 3@ {i1,. o yipy 1o fnmp) = {1,...,n}. Wowcezas mozemy trakt,
waé (11, T3) jako iloczyn skalarny w AP(L) z diagonalng macierza Grama pos
diag(#1,...,%1). Jest on niezdegenerowany i dlatego jego lewe jadro jest zerowe

W ten sposéb zakonczylismy konstrukcje izomorfizmu kanonicznego E

N (B) — (NTL)Y @A),

W przypadku p = n — 1 otrzymujemy A" L) — L*®/\“(L) co wyjasnia, is
nienie izomorfizmu P(A"'(L)) — P(L*) z p. 18: pomnoZenie tensorowo prz
jednowymiarowa przestrzed A"(L) nie zmienia zbioru prostych.

W nastepnym paragrafie bedziemy kontynuowaé badanie zwiazku pomiedzy m
zeniem zewnetrznym a dwoistoscia, wprowadzajac do rozwazan algebre zewnf-;trzx_

ng A(L*).

§ 7. Formy zewnetrzne

1. Niech L bedzie skonczenie wymiarowsa przestrzenig liniows nad cialem I
a L* — przesirzenia do niej dwoista,. -
Elementy p-tej zewnetrznej potegi AP(L*) nazywary p-formami zewnetranyr
na przestrzeni L. W szczegdlnosci 1-formami sa po prostu funkcjonaly liniowe:
przestrzeni L. Te¢ obserwacje mozna uogdlnié¢ na przypadek dowolnego p na dwa
nieco rézne sposoby,

2. Twierdzenie. Przestrzenn \P(L*) jest kanonicznie izomorficzna: _

a} (AP(L))*, 4. przestrzeni funkcjonaidw liniowyeh na przesirzeni p- wektorow

b) przestrzeni skosnie symetrycanych (alternujgeyeh) p-liniowych odwzorowan
Lx- o xL— K, tj odwzorower spetniajgeych dla kazdego o € S, warunek

F{la{lja s )lo‘{p)) = E(U)F(h, ey lp)
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. Dowdd. Zgodnie z przyjeta przez nas definicja
NI CL'® - @L = TH(L").

W paragrafie 2, p. 4 utozsamilismy 7;°(L*) 2z przestrzenia wszystkich p-limiowych
"'fﬁnkcji na L*. Za pomocy tego utozsamienia formy zewnetrzne mozna interpretowad
jako p-liniowe, skosnie symetryczne odwzorowania L. Istotnie, wystarczy to spraw-
'dz:c dla form prostych. Mamy w tym praypadku

(AN ALy L) =ALQ - @ L), .., L) =

= l: > e(felh) - frmll).
P TESy
:Zatem
(AN ALY ay - o) = % Zs e(r) frylloqy) - - Frimllom)) =
TESy
= 511“ Z ('ra)fm 1}( ) ffo(p (la(p))
TE€8p

= (@) fi A A L)y b,

W ten sposob skonstruowalismy wlozenie liniowe AP(L*) — (skodnie symetryczne
‘pliniowe formy na L). Dla wykazania, ze jest to izomorfizm, wystarczy sprawdzié,
iz wymiat przestrzeni po prawej stronie jest rowny dim AP(L*) == (g) Wybierajac w
L baze {ey,...,e,} widzimy, 2e dowolna skosnie symetryczna forma p-liniowa F na
L jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartodci F'(e;,,...,e;,), 1 <4 < ... <
ip < m, ktdre mozna wybiera¢ dowolnie. Zatem wymiar przestrzeni takich form jest

rzeczymsme rowny (p) W ten sposéb wykazaliSmy czesé b) tezy twierdzenia.

- Dla wykazania czesci a) utozsamimy L*®---®@L* z (LQ---® L)*, uzywajac
raz jeszcze konstrukeji § 2, p. 4, a nastepnie ograniczymy kazdy element AP(L*) (trak-
towany jako funkcja lniowa na L® - & L) na podprzestrzed p-wektoréw AP(L).
Otrzymamy w ten sposéb odwzorowanie AP(L*) — (AP(L))*, a poniewaz wymiary
‘" obu przestrzeni sa jednakowe, wystarczy sprawdz;c jego surjekiywnosc. Przestrzen
funkcjonaléw liniowych na AP(L) jest rozpieta przez funkcjonaly postaci 2%6 1, gdzie

I={iy,...,5} C{l,...,n} oraz

51(65; /\.../\e,‘p)=1,
6;(€j1 A ..../\ ejp)=0, jEéli {j1,---,jp} 5£ I.

. Mozna sie przekonad, ze taki funkcjonal jest obrazem p-formy AL Netr € ALY,
gdzie jak zazwyczaj przez {e'} oznaczyliémy baze dwoista do {e;}. Istotnie, wartodé
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et A...Ae% na p-wektorze €5 Aol A €j, wynosi

A @ - @) (Alej, @+ ®ej ) =

! yeo(1) io(1) (e,
= — a . (]
EiE ,gs e{or)e (cg,,(l)) e (ej (p)
Posréd skladnikéw stojacych po prawej stronie réine od zera sa te tylko, dla ktory
%(1) = Jr()r+ - 1%0(p) = Jr(p) & Wigc cala suma jest réwna zeru, jeshi {4y, ..
{71, ,dp}. Jesli natomiast te zbiory sy jednakowe, to wartosé sumy wynosx
1 1
INIYS e(o)f = —
O 2 =

gdy zbiory {i1,...,%,} = {j1,.-.,J»} 53 uporzadkowane rosnaco. Dlatego et A
traktowany jako funkcjonal na AP(L) jest réwhny ;1.,!.51, co konczy dowdd.

3. Uwagi. a) Przyjety przez nas sposéiﬁ utozsamienia AP(L*) z (AP(L))* odp
wiada odwzorowaniu dwuliniowemu

ALy x A'(L) — K,

ktére na dowolnych parach p-wektordow prostych zadane jest wzorem

N AT A l'det(ff(zj)),

gdzie fi € L*, [; € L. W istocie obie strony sa wieloliniowe i skoénie symetrycz
oddzielnie wzgk—;dem fil;, a ponadto przyjmujs jednakowe wartoéci dla

(fla'--afp) = (eh:"'?eip)} (h:‘*‘alp) = (ejls"'tejp)s

co bylo sprawdzone w trakcie poprzedniego dowodu.
Czasami w definicji tego iloczynu skalarnego pomija sig czynmk ol

b) Nieraz przyjmuje si¢ jedno z utozsamien ustanowionych w twierdzeniu w'ch
rakterze definicji potegi zewnetrznej. Na przyklad dosyé czesto, a zwlaszcza W g
ometrii rézniczkowej wprowadza sie AP(L) jako przestrzet skosnie symetrycznych
p-liniowych funkcjonaldw na L*. Ta konstrukcja pod wzgledem ogolnosci zajmt
poérednia pozycje w stosunku do naszego pierwszego i drugiego okreslenia poteg
zewnetrznej z § 6. Poniewaz nie korzysta sie w niej z dzielenia przez silnie, nadaje
sie do stosowania w przypadku przestrzeni linjowych nad cialami skoficzone] chara
terystyki, a takze dla moduléw wolnych nad piericieniami przemiennymi. Jednakze
przy zastosowaniu do przypadku dowolnych moduléw przeszkadza dodatkowa du
lizacja, 1 druga definicja jest korzystniejsza.
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‘Analogiczny wynik do twierdzenia p. 2 jest pra.wdziwy takze dla poteg syme-
rycznych a nasze poprzedzajace uwagi réwniez sie do nich stosuja. W szczegdlno-
ci, mozna okredli¢ SP(L) jako przestrzed p-liniowych symetrycznych funkcjonatéw
a L* dla przestrzeni nad dowolnymi cialami i moduléw wolnych nad pierécieniami
rzemiennymi. W ogdlnym przypadku bardziej prawidlowe podejécie do okreslenia
$P(L) prowadzi przez definicj¢ z § 5, p. 9.

" 4, Iloczyn wewnetrzny. Hoczynem wewngtrznym nazywarmy odwzorowame

wuliniowe .

' Lx/\(L”‘ ——»/\P (L*): (I, F)— i()F,

kreslone w nastepujacy sposéb. Interpretujemy F € AP{L*} jako skosnie syme-
ryczng, p-liniowa forme na L oraz analogicznie (I} F, i przyjmujemy

HOF (.. lpey) = Pl by ). \

“ Jest jasne, ze prawa sirona jest {p — 1)-liniows, skosnie symetryczna funkcja fy,
“ivv, Ip—1 oraz dwuliniows funkcja F, [, a.wigc definicja jest poprawna. Przy p = 0
wygodnie przyjaé, ze i{I)F = 0. Czesto oznacza sie i({)F takze przez [} F.

§ 8. Pola tensorowe

1. W tym paragrafie opiszemy pokrétce typowe zastosowania algebry tensorowej
“w geometrii rézniczkowei.

©  Rozwazmy obszar I/ ¢ R™ rzeczywiste] przestrzeni kartezjanskiej i pierécien C
nieskoriczenie rézniczkowalnych funkcji rzeczywistych na U, W szczegdlnosci funkcje
‘wspolrzednych i, ¢ = 1,...,n, naleza do C.

So2 Deﬁnicja Wektorem stycznym X, do U/ w punkcie ¢ € U nazywamy odwzo-
“rowanie liniowe X,:C - R spelniajace warunki:
X.f =0, jedli f jest stala w jakim$ otoczeniu a;

Xo(fg) = Xuf - g(a) + f(a) - Xug

Jedli X, Y, s dwoma wektorami stycznymi w punkcie g, to dowolna rzeczywista
kombinacja liniowa tych wektordw jest takie wektorem stycznym w tym punkcie:

(eXo + dYo)(fg) = cXo(fg) + dYu(fg) =

= cXof - ga) + cf(a) Xog + dYaf - g(a) + df(a) - Yog =
= (cXo +dYa)f - g(a) + fla) - (cX. + dYa)g.
Tak wiec wektory styczne tworza przestrzen liniowa, oznaczana T, i nazywana,

- przestrzenia styczng do U w punkcie a. Wartodé X, f nazywamy pochodna f w
- kierunku wektora X,. Mozna dowiesé, ze przestrzen T, ma wymiar n.
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3. Definicja. Polem wektorowym w obszarze U nazywamy taka rodz‘
réw stycznych X = {X, € T, | ¢ € U}, ze dla dowolnej funkeji f € ¢ okresl"
U funkcja :

ar Xof

jest elementem C'.

Oznaczymy te funkcje przez X f. Jest oczywiste, ze kazde pole Wektor
znacza odwzorowanie liniowe X: € — C, zerujace sie na zbiorze funkcg i
speln;ajqce( ) X(fg)=Xf-g+ [ Xgdlakazdych f, g € C. Takie odwzoro
nazywaja sie rézniczkowaniami pierscienia C.

Odwrotnie, kazdemu rézniczkowaniu X:C — C i punktowi a € U odpo
wektor styczny X, w tym punkcie: X, f = (X f){a). W ten sposdb powstaje b
rézniczkowan pierécienia C i pdl wektorowych na U. :

Suma pdl wektorowych X + Y, okreslona zadaniem, aby (X + Y) f :
Yf dla kazdego f € C, jest znowu polem wektorowym. lloczyn fX, okr
wzorem {fX)g = f(Xg), gdzie X jest polem wektorowym, a f, g € C, Jes "P-

wektorowym. W szczegélnosci kazda kombinacja liniowa pél wektorowych E

fi € C, jest polem wektorowym.

4. Przyklad. Niech 68 -, ¢ = 1,...,n, oznaczaja klasyczne operatory':§

nych czastkowych. Kazdy z nich jest polem wektorowym na . Nast@pugqcy P
wowy rezultat podajemy bez dowodu.

5. Twierdzenie. Kuaide pole wektorowe X w spog'nym obszarze U C ]

jednoznaczng reprezentacje w postaci kombinacyi E f’

et gdzie z', ... 2" s

ciami wspdtrzednych ne R™.

6. W jezyku algebraicznym ta wlasno$é¢ oznacza, ze zbidr wszystkich pol we
rowych T w obszarze spdjnym U jest modulem wolnym rzedu n nad przemien
pierécieniem tacznym € nieskoficzenie rézniczkowalnych funkeji na U, _

Moduly wolne skoficzonego rzedu nad przemiennymi pierscieniami tworza ka
gorie o niezwykle bliskich wlasnoéciach do kategorii skonczenie wymiarowyct
strzeni liniowych nad cialem. W szczegdlnoécei, w niej s prawdziwe wszystkie wyn
teoril dwoistosei 1 wszystkie konstrukeje algebry tensorowej z tej czedci wykiaa

Inny wariant, nie korzystajacy z przeniesienia algebry tensorowe] na piersc
i moduly, ale wymagajacy w zamian rozwiniecia pewnej techniki geometr
opiera sie na rozwazaniu dowolnego pola wektorowego X jako rodziny wekit
{X. | @ € U}, nalezacych do rodziny skoniczenie wymiarowych przestrzeni. {
Witedy wszystkie potrzebne nam operacje algebry tensorowej mozna, bndowac ,,p
towo”, okreélajac na przyklad X ® Y jako { X, @Y. |« € U}. :

(*) Te toisamosé nazywa sie czesto reguty Leibmiza (prayp. Hwn.).
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'Oba warianty konstrukcji algebry tensorowej sa w istocie w pelni réwnowazne
-w ponizszych definicjach bedziemy stosowaé pierwszy z nich.

7. Oznaczmy przez 1 C-modul C-liniowych odwzorowai
T = Lo(T,C).

_fsklada sie on z odwzorowan w: 7' — C o wlasnosci
w (Z fiXI_) th
i=1

a kagdego X; € T, f € C. Dodawanie i mnozenie przez elementy C okreéla sig
andardowymi wzorami. C-modul T czesto bywa oznaczany przez Q* albo QYU)
.;'i_-_'ﬁa,zywany jest modulern (rézniczkowych) 1-form w obszarze U.

Kazda funkcja f € C wyznacza element-df € Q' za pomoca wzoru

(dif(X)=Xf, XeT.

azywa si¢ go rdzniczkq funkeji f. W szczegdlnoéci mozna skonstruowaé rézniczki
funkcii wspdlrzednych dz!,... dz™ € Q. Z twierdzenia p. 5 wynika bez trudnoici

8. Stwierdzenie. K azda l-forma w € B ma jednoznaczng reprezentacgg W po-

staci kombinacji liniowej 2 fidz®.
i=1

9. Elementy iloczynu tensorowego C-moduldw 1" ® ... QI TR® ... ® T na-
zywane sg polami tensorowymi typu (p, ¢} albo p razy kowariantnyrnii g razy kontra-
warlantnymi polami tensorowymi w obszarze UU. W geometri rézniczkowej najczescie;
‘opuszcza sie stowo ,pole” i mdwi sie o polach tensorowych po prostu ,tensory”.

Z twierdzenia p. 5 1 stwierdzenia p. 8 wynika, Ze ka,:i'dy tensor typu (p,q) jest

: znaczony jednoznacznie przez swoje wspdlrzedne T J- Y za pomoca wzoru
, P d I G p 3

o

Jzid’

T = ZTh “dﬁl@ ®dm%®m~—® ®

gdzie i, i przebiegaja niezaleinie od siebie wartoéci od 1 do n. W klasycznych
? ? sa opuszczane, a sam ten znak jest
-ip

Jq
2

oznaczeniach wszystkie symbole poza T‘W1

uzywany jako oznaczenie tensora. Podkreslmy raz jeszcze, ze tutaj Th nie sg

_hczbami ale nieskoficzenie rézniczkowalnymi funkcjami na U.

. 10, Zamiana wspdlrzednych. Pierwsze zastosowanie analizy do badania pdl
tensorowych polega na umozliwieniu dokonywania ogélniejszych niz liniowe zamian
zmiennych na U. Mozemy przechodzi¢ od zmiennych z?,..., 2™ do y%,..., ¥, gdzie
¥ = yi{(at,. .., z") s nieskoriczenie rézniczkowalnymi funkcjami majacymi odwrotne
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z' = z*(y',...,y"), ktdre tez sa nieskoriczenie rézniczkowalne. Rzecz w' ity
wspdirzedne pol wektorowych i form rézniczkowych takze przy takiej zamianie
ksztalcaja sie liniowo, tyle Ze macierze zamiany zmiennych zaleza od punktu: zg
ze wzorem na pochodng funkcji zlozonej :

8 %o
oxi  Oai Oyk

{(po prawej implicite wystepuje sumowanie wzgledem k — tzw. konwencja
cyjna), a takze

. Ot
dz? = —dy*
dy* Y
(rdwniez z uwzglednieniem sumowania). Zatemn wspélczynniki tensora Tijll Ay

nowych wspdlrzednych wyrazaja sie wzorami

oy doit  datr gyt Bzﬂth Ja
Yooty 8y*1 6sz Azt Qple B1eotp

(z zastosowaniem tej samej konwencji sumacyjnej). -
Wizystkie konstrukcje algebraiczne i ustalenia terminologiczne mozna teraz st'
sowac do pdl tensorowych.
Na zakoficzenie tego paragrafu podamy kilka prazykladéw pél tensorowychf
grywajacych szézeglnie waing rolg w geometrii i fizyce.

11. ’I,‘ensor metryczny. Ten tensor, oznaczany przez g;; lub w peiniéjszy_

zapisie przeg Z gg,d:c ®d:c5’ , jest 2 deﬁmcp symetryczny 1 mezdegenerowan
RS :

kazdym punkcie @ € U, tj. det(gi;(a)) # 0. Zadaje on strukture ortogonain'
kazdej przestrzeni stycznej Ty, a pary (U, gi;), jak réwniez uogdlnienia na przypade
rozmaitodci otrzymanych przez ,sklejenie” wielu obszaréw U stanowia podstawow
obiekt badania w geometrii riemannowskiej, a w przypadku n = 4 i metry
sygnaturze (1,3) — w ogdlnej teorii wzglednosci.

Metryki uzywa sie do mierzenia dtugoéci krzywych rozmczkowalnych {.’L‘I(t),

)dw dxi
dt dt

z™(t)-| to € t < 11}, ktérych dlugodé okresla sie wzorem f \/g,_.,(a:

takze dla podnoszenia i opuszezania indekséow pol tensorowych.

12. Formy zewnetrzne i forma objetodci. Elementy przestrzeni AP(f21); ¢t
skosnie symetryczne tensory typu (p, 0), nazywane sg, p-formami zewnetrznymi r_:_a_'.'_'U
a n-formy zewnetrzne nazywane sa formami objetosci. Ta nazwa jest odzwierc_ie_dlf

niem mozliwosci okreslenia ,catek krzywoliniowych” [ f(a!,...2")dg* A... Ade
%

wzgledem dowolnego obszaru V' C U, majacych wlasnoéci miary. W przypédk
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1 wartoscia takiej calki jest objetos¢ euklidesowa obszaru V, ktdrej wlasnosci
plsahsmy w § 5 czedci 2.

Dla p < n mozna zdefiniowad caik@ dowolne_] formy w € AP(Q') po ,glad-

ch p-wymiarowych hlperpow;erzchmac w U. Moduly form zewnetrznych wszy-
leil stopni 8g, poma,zane waznym operatorem ,,roznlczkowama, zewnqtrznego

AP — APHL ktdry we wspdlrzednych jest dany wzorem

dp():fi;.‘,ipd:czi A.../\dg:%),z >

———-—-———~E~’3~dmz?’+1 AdzU A L. A dite,
Sxlirtl
':Té operatory spelniaja warunek d?*! o dP = 0 i pojawiaja si¢ w sformutowaniu uo-
SInjonego twierdzenia Stokesa, wiazacego calkg po p-wymiarowej hiperpowierzchni
3 brzegiem V? z calka po jej brzegu 9V?¥:

[t [

Szczegding role Odgrywajaa dwiformy zewnetrzne w?, spetniajace warunek dw? =
0 dzm;ki ktérym mozna w niezmienniczy sposéb sformuiowac formalizm hamzlto«

§ 9. loczyny tensorowe w mechanice kwantowej

-+ L Uklady zlozone. Role odgrywana w mechanice kwantowej przez iloczyny
tensorowe przybliza nastepujace podstawowe zalozenie, bedace kontynuacja serii po-
'St’uiatdw sformulowanych w § 6, p. 81 § 9, p. p. 16, czesd 2.

o Niech My, ..., H, bedg przestrzeniami standw pewnych ukladéw kwantowych.
Wowezas p'rzestrzen standw ukladu otrzymanego przez polgczenie w jeden tych ukia—
déw Jest pewng podprzestrzenig H C Hi @+ @ Hy.

Scisle méwiae, w nieskoficzenie wymiarowym przypadku zamiast iloczynu tenso-
TOWeg0 po prawe] stronie powinno byé uzupelnienie iloczynu tensorowego przestrzeni .
hilbertowskich, ale my, jak zazwyczaj, bedziemy pornijac takie subtelnodci, zajmujac
sie skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami.

© To, jaka konkretnie podprzestrzen Hy &+ & H, odpowiada ukiadom potaczo-
nym, musi byé rozstrzygniete na podstawie dalszych regul, ktérymi zajmiemy sie
pomzej Tutaj, na podstawie przypadku H = Hi @ -- Q@ Ha. sprobugemy pokazad,
Ze juz pierwszy postulat mechaniki kwantowej -— zasada superpozycji — prowadzi
_.do powstania istotnie résnych niz klasyczne zwiazkéw miedzy uktadami. W tym celu
© rozwazmy, w jakich stanach moze sie znaleZ¢ uklad zlozony. Jesli ¢b; € H,; oznaczaja
stany podukladdw, to tensor prosty ¥1 @ -+ ® ¥ jest jednym 2z mozliwych standw
~ukladu § mozna uwazaé, 7e odpowiada on sytuacji, w ktdrej kazdy z podukiaddw
- znajduje sig w stanie ;. Ale takie rozkladalne stany nie stanowia wszystkich wekto-
MWW H Q... @ Ha, gdzie wystepuja takze dowolne ich kombinacje liniowe. Jednak
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jedli taki uktad zlofony znajduje sie w jednym z takich stanéw nierozkladalns
traci sens rozwazanie jego podukiadéw, gdyz ani te podukiady, ani ich stany
mogg by¢ jednoznacznie wyréznione. Méwiac inaczej, w przygniatajace] wiekszod
standw ukladu zlozonego takie poduklady istnieja tylko w sposéb wirtualny' ':

Trzeba podkreslié, ze to rozumowanie w najmniejszym stopniu nie Wykorzys{-,u
klasycznego pojecia oddziatywania podukladow, opartego na wymianie energii
dzy nimi. Einstein, Rosen i Podolsky zaproponowali eksperyment myslowy, W_'kt
rym po rozpadzie ukladu zlozonego tworzace go dwa pouklady sa oddzielon
przestrzeni, a obserwacja jednego z tych podukladdw pozwala na momentalne ,,prz
prowadzenie do okreslonego stanu” drugiego z nich, cho¢ klasyczne oddziatywan
potrzebowaloby na to skoficzonego czasu. Ten wniosek z postulatéw superpozyeji
iloczynu tensorowego jest w ostrej sprzecznosci z intuicja klasyczna. Niemniej je
nak przyjecie tych postuia.téw doprowadzilo do ogromne} ilodci teoretycznych m
deli, ktdre prawidiowo wyjadniaja rzeczywistosé, tak ze nie pozostaje nic 1nnegc>, ja
rozwijanie opartych na nich, nowych intuicii.

Zauwazmy jeszcze, ze opisanie oddzialywania wymaga wprowadzenia hamiito-"
nianu ukladu zloZonego. W najprostszym przypadku ma on postaé ,swobodng”:"

HQd® - @d+id®H,® - Qid+ +id® - ® Hy,

gdzie H;: H; — H; oznacza hamiltonian i-tego ukiadu, a id — odwzorowanie tozs
mosciowe, W takim przypadku méwimy, ze uklady nie oddzialujg ze soba. Pewny,
wyjasnieniem tego jest obserwacja, ze jesli uklad zlozony ma taki wlasnie hamilto-
nian i w chwili poczatkowej znajdowat sie w stanie zadanym przez wekior prost
1 & @ 1bp, to w dowolnej chwili ¢ bedzie zna,jdowa,i sig takze w stanie odpowi:
dajacym wektorowi prosteru —utH I @ Re —itH, n1hn, ti. ewolucja tego uklad
przebiega tak, jak gdyby skladajace sie nan poduklady ewoluowaly niezaleznie o
siebie. W ogdlnym przypadku hamiltonian J&St suma czescl swobodnej 1 operato
wyrazajacego oddzialywanie.

2. Nierozrdéznialnodé. Wyrdzniamy dwa podstawowe przypadki, gdy pize-
strzen standw ukladu zloZonego nie jest rowna calej przestrzeni Hi® - @ H.
W obu tych przypadkach laczone ze soba uklady sa identyczne, jak to sie méwi -
nierozroznialne miedzy sob@ — 1 mogy by¢, np. czastkami elementarnymi Jednego._-
typu; w szczegolnodel Hy = -+ = H, = H.

a) Bozony. Uklad, ktorego przestrzenia standw jest H nazywamy bozonem, Jes :
przestrzenig stanéw ukladu zloZonego z n takich ukladow jest n-ta potega sym :
tryczna S™(M).

Na podstawie eksperymentu do bozondéw zaliczamy fotony i czastki alfa (j@dra.‘
helu). _

b) Fermiony. Uklad, ktérego przestrzenia stanéw jest H nazywamy fermioném,
jesli przestrzenia stanéw ukladu zlozonego z n takich ukladdéw jest n-ta potega:
zewnetrzna A" (H). o

Zgodnie z eksperymentem do fermionéw zaliczary elektrony, protony i neutrony:
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3. Liczby obsadzenia i zasada Pauliego. Niech {#1,...,%m} bedzie baza
przestrzeni standw uktadu hozonowego czy fermionowego. Wowcza,s elementy syme-
:'tryzowanej {lub antysymetryzowanej) bazy tensorowej S™(H) (lub A™(H)) fizycy
apisujg w postaci

SEH®  @h® - @bn®  @bn) W SHH),
a1 2m
o 50 2= 4 @ R R Yn B BUm) W AY(H).
L —— Srtrs——— p——

a1 am

"W obu przypadkach a; +- - - + ¢, = n, ale dia bozonéw a; moga przyjmowad dowolne
nieujemne calkowitoliczbowe wartosci, podczas gdy dla fermionéw tylko 0 lub 1, bo
w przeciwnym przypadku odpowiednie antysymetryzacje zeruja, si¢ i nie okreslaja
stanu kwantowego.
- Liceby a; nazywaja sie ,liczbami obsadzen” odpowiadajgcego stanu. Uwaza sie,
je mozna umownie przyjaé, ze w stanie |aq,...,an) ukladu zlozonego, ¢; podu-
- kladéw znaiduje sie w stanie v;. Jednakze ani w przypadku fermionowym, ani w
bozonowym uklad zlozony nie moze znajdowad sie w stanie opisywanym przez ten-
sor prosty ¢ @ - ® ¥m, poza przypadkiem {dla bozondw), gdy wszystkie ¢; sa
jednakowe. Stad wnioskujemy, ze nawet w stanach bazowych la;, ..., a,) nie mozna
powiedzieé, ktéry z podukladéw znajduje sie, na przyklad, w stanie ;. Poduklady
s nierozrdznialne.
_ Warunek a; = 6 lub 1 w przypadku fermionowym interpretujemy jako stwierdze-
. nie, ze dwa poduktady nie moga znalezdé SiQ w jednakowym stanie. To jest wilaénie
slawna ,reguly zakazu” Pauliego.

Gdy n jest bardzo duze, szereg fizycznie waznych wnioskéw o przestrzeniach
S*(H) i A*(H) formuluje sie w terminach teorii prawdopodobienstwa, na przykiad,
poprzez okreélenie ndzialu standw |a;,...,an) o takich czy innych warunkach na
liczby obsadzen. Dlatego czesto méwi sie, ze bozony i fermiony podlegajg réinej
statystyce — odpowiednio Bosego-Einsteina i I'ermiego.

4. Przypadek zmiennej liczby czastek. W trakcie ewolucji ukladu kwan-
towego skladajace sie nan ,elementarne podukiady” albo czastki moga pojawiaé
sig lub znika¢. Dla opisania takich efektow, uzywa sie¢ odpowiednio w przypadkach

- * - > ’ o , . . .
bozonowym i fermionowym przestrzeni stanéw @ S'(H) (a dokladniej uzupeinie-
im0

nia tej przestrzeni) oraz @ AH(H), tj. pelnej algebry symetryeznej lub zewnetrznej
przestrzeni jednocza,stkoxif—ég H. .

" Operator, mnozacy wektory z S™(H) {odpowiednio, z A"(H)) przez n, gdzie n =
0,1,2,3,..., nazywa sie operatorem liczby czqstek. Jego jadro, bedace odpowiednio
podprzestrzenia C = S°(H) lub AP(H), nazywa sie stanem prézni — w tym stanie
nie ma czastek. '

Zasadnicza role odgrywaja tu takze specjalne operatory kreacji ¢ anthilacyi caq-
stek. Operator @™ (4) anihilacji bozonu w stanie 9y € M dziala na stan reprezento-
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wany przez wektor S(¥1 @ - @ ¢n) zgodnie z€ WZorem

a”(Pa)S(th @ @) = Vn+1- Z (%0, ¥o(1)) @ Vo) @ - - ®1/)(,(n

‘ €Sy

gdzie (o, Yor1)) jest iloczynem skalarnym w' ‘H. Operator a™ (1) krea,cji'b
w stanie o jest okreslony jako operator sprzgiony z a” (o) W sensie geome
hermitowskiej. Analogiczne wzory mozna podaé takze w przypadku fermionow
Znaczenie tych standardowych operatoréow a.lgebry tensorowej pochodzi stad; T
ich pomoca mozna w wygodny sposcb zapisaé operatory waznych ohserwa.bh, przed
wszystkim hamiltonianu.

Cwiczenia

W nastepujacej serii éwiczen przedsta,wione s podstawowe fakty teori.iurz
tensorowego, waznej dla oszacowan zlozonosci obliczeniowej. Podstawy tej te
sformutowal F. Strassen. i
1. Niech Ly,..., L, beds skonczenie wymiarowymi przesirzeniami nad cxa,ie'

Ktel,®-- ®Ln, t # 0. Rzedem rkt tensora ¢ nazywa sie taks na,jmmel
h(:zbtg r, ze dla odpowiednich wektordw lm €L, j=1,...,1,

t:Z[&j)@;...@lU)‘
i=1

Oczywiscie, dla n = 1 mamy rkt = 1 dla dowolnego ¢ 5 0.
Niech ¢t € L} @ Ly = £(Ly, L2} (por. § 2, p. 5). Dowied(, ze

tkt = dimImi{, &L, — L.

Wyprowadzié stad nastepujace fakty:
a) dla n = 2 rzad t nie zmienia si¢ przy rozszerzeniu ciala skalaréw;
b) dla n = 2 zbidr {t | rkt < r} jest wyznaczony poprzez skoticzony ukia
réwnan PJT(t‘1 n), gdzie Pj, sa wielomianami wzgledem wspolrzednych.
Obydwa te fakty nie sa prawdziwe dla przypadku n = 3, be;daccego zasadnlczy'
punktem Aa,mtelesowa,ma teorii zlozonodci obliczeniowej; zob. éwiczenia 4-9 poniz

2. Niech L = @ Ca;; bedzie przestrzenia zespolonych macierzy kwe 1ratowyc'
.r——l

stopnia 2. Dowicsd, ge
2

E‘k( Y. 4 ® a_;;k@ak{) =T.

i g k=i E

Wskazdwka. Skorzystad z éwiczenia 12 do § 4 cz. 1. Ta sama wskazdwka dotycz
nastepnego ¢wiczenia. i
3. Dowiesé, ze dla pewnej stale) ¢

N
lk( Z aij®ajk®ak,') < cN]°527_

t5 k=1
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(Tutaj L = @ Ca;;, a rozwazany przez nas temsor to TrA RARA A= (aij)

i,5,k=1
st dowolng macierza stopnia N.)
4. Niech L bedzie skoficzenie wymiarows K-algebra, L®L — L:a@bws ab

inozeniem w tej algebrze. Rozwazmy je jako tensor t € L* ® L ® L (wspdhrzednymi
e'go tensora sy stale struktma,lne algebry). Obliczy¢ rkt dla przypadku K = R,
_-.:-.5. W oznaczeniach poprzedniego ¢wiczenia niech L = K ™, a mnozenie wykonuje
e po wspolrzednych:

(al,. .. ,an)(bl, Ve ,bn) = (albl, Ve ,anbn).

“Obliczy¢ rki.

6. Wykorzystujac rezultaty zadan 4 1 5 wykazaé, ze rzad tensora stalych struk-
uralnych algebry C nad R zmniejsza sie przy rozszerzeniu ciala skalaréw do C.
Wskazowka. C % C jest izomorficzna z C? jako C-algebra.

7. Niech L = Ce, & Cey. Wykazad, ze tensor

t=e1 Qe ®@er+te1@eaRer+eaRe; ®ey

‘ma rzad 3. :

- 8. Wykazad, ze tensor ¢ z poprzedniego zadania jest granica pewnego ciagu ten-
‘soréw rzedu 2.

Wskazowka.

tteeRe®ey = :C’l»»[el Qe @{—ey +ce;) + (&1 +eer) ®ler + cea) @ ea).

9. Z zadan 71 8 wyprowadzi¢, ze zbidr tensoréw rzedu < 2 w L ® L ® L nie jest
dany przez ukiad réwnan postaci

Pj(tiiai) = 0,

gdzie F; s3 wielornianami.

" 10. Rzedem granicznym brk(¢) tensora ¢ nazwiemy taka najmniejsza, liczbe s, e
‘t mozna przedstawic¢ jako granice ciagu tensoréw rzedu < s. Dowieéé, ze dla ogdlne;j
‘macierzy A stopnia 3

. brk(TrAQ AR A) < 21.

11. lle wynosza
k(TrAQAR®A), brk(TrA® AR A)

dla dowolnej macierzy A stopnia N? (W chwili pisania tych siéw odpowieds nie jest
zhana nawet dla N = 3.)
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- 12. Niech L bedzie n-wymiarowga przestrzenia liniowg nad cialem K,
dowolng podprzestrzenia. Zaléimy, ze dla kazdego v € L, v # 0, istnieje w &
ze 0 # v Aw € M. Dowies¢, ze mozna znaleZ¢ w L taka baze {e1,...,e,},

M+ AN (L) = N(), 1<i<n,

gdzie L; = @ Ke;.

w przypadku ciala K = F, o p elementach znany jest skomphkow
kombinatoryczny tego faktu (zob M. R. Vaughan-Lee — J. Algebra, 32(197
p. 278-285), dopuszczajacy teoriogrupows interpretacje. Byloby interesujae zna
prostsze podejscie.
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fermion 302
filtr 136, 154
filtracja przestrzeni malejaca 18



308

— — rosnaca 19

flaga maksymalna 19

— przestrzeni 19

forma biegunowa formy kwadratowej 114
- dodatnio ckreslona 117

— kwadratowa 114

— liniowa 10

«— fiie reprezentujaca zera 195

— objetodei 300

— wieloliniowa 99

- zewnetrzna 204

formy zewngtrzne 300

funkecja addytywna 94

— afiniczna 203

— delta 9

— kwadratowa na przestrzeni afinicznei 224
— liniowa 10

~— wieloliniowa 99

- wykladunicza operatorowa 78
funkcjonal delta Diraca 13

— liniowy 10, 22

funktor 88

— kontrawariantny 89

— kowariantny 89

— mnofenia tensorowego 273

— reprezentujacy obiekt kategorii 90

geometria hermitowska 102
— ortogonalna 102

~~ symplektyczna 102
grassmannian 290

grupa afiniczna 209

— GL(n, K) 34

-— klasyczna 34

— liniowa peina 24, 34

— — gpecjalna 34

— Lorentza 180, 184

"— — ortochroniczna 180
- ortogonalna 35

— O(n, K) 35

- ortogonalna specjalna 35
— Poincaré’go 210 -

- ruchéw 210

- rgutowa praestrzeni 239
— SL(n,K) 34

— 80{n, K} 35

— SU(n) 35

— symplektyczra 189

-— unitarna 35

- U(n) 35

— unitarna specjalna 35

Skorowidz

— Witta 195

hamiltonian 1567

— niezaburzony 159
hiperptaszezyzna 232

- biegunowa 235

— styczna 236

hiperpowierzchnia algebraiczna 255
homotetia 22

ideal 256

- generowany przez zbidr 256

—- skottezenie generowany 266

— % gradacja 256

iloczyn Kroneckera macierzy 38

— skalarny 100

— — antysymetryczny 102

— — hermitowski 102 _

— — niezdegenerowany 103

— — symetryczny 102

— — symplektyezny 102

— tengorowy funkcji 267

— — macierzy 38

~— — odwzorowad lniowych 271

e e —— Wieloliniowych 274

- - przestrzeni 264

— wektorowy 173

indeks operatora 52

interwal czasoprzestrzenny 178

— czasowy 178

— przestrzenny 178

— gerowy 179 w

izometria przestrzeni z iloczynem skaiamy
103

izomorfizm 24

— funktoréw 91

— kanoniczny 25

— naturalny 25

— rzutowy 239

-— w kategorii 87

jadro formy lewostronne 106
— — prawostronne 108

— iloczynu skalarnego 163

— odwzorowania liniowego 26
jednoparametrowa podgrupa operatoréw 78

kat miedzy prosta a podpreestrzenia a.ﬁmczn
220

- — prostymi 220

— - wektorami 124, 135

kategoria 86




— dualna 88
~ funktoréw 90
— grup 87
— grup abelowych 87
— przestrzent liniowych 87
-— gbioréw 87
 katy Eulera 177 '
~kierunek w tréjwymiarowej przestrzeni eukli-
: desowsj 170
“ kierunki asymptotyczne formy kwadratowej 163
" klatka Jordana 61
— — gtopnia 2 60
" — cyklicana 70
kojadro 52
* kolumna macierzy 28
: koto 74
. kombinacja barycentryczna punktdw 206
- — liniowa 8
. w— — tensoréw jednakowego typu 278
. kompleks 88
-~ geykliczny 88
«— dokladny 88
 — — w wyrazie 88
kompleksyfikacja przestrzeni Hniowej 83
-— — rzutowej 238
komutator macierzy 34
~—- grupowy 38
- w K-algebrze Liego 39
konfiguracja bazowa 216
— Desargues’a 248
— Pappusa 249
— rzutowa 241
— w przestrzeni afinicznej 216
.. konfiguracje rzutowo réwnowazne 241
— przestrzem afinicznej metryczme Téwno-
waZne 216

e o e FOWROWRZNE afinicznie 216
koniec strzatki 86
o kontrakcja tensora 271
" koobraz 52 .
i+ kostka jednostkowa 129

* kowariancja zmiennych losowych 132

kowymiar podprzestrzeni 51
krotnoéé pierwiastka wielomiana 60
“kryterium Sylvestera okredlonodei formy 118

— cykliczniodci przestrzent 70 -
kula domknieta 73
— p-wymiarowa 129 v
— otwarta 73
kwadrat przemienny 87
kwadryka afiniczna 227

Skorowidz

309

— biegunowa 235
kwaternjony 175

lemat o wezu 95

-~ Zorna 19

liczba obsadzenrr 303

linia swiata obserwatora inercjalnego 179
liniowa zaleinoéé 16

logarytm operatora 79

macierz 28, 277

— Grama 100

— antyhermitowska 36

— antysymetryczna 36

— blokowa 29

— diagonalna 28

— Diraca 37

— dodatnio okredlona 117

- — dolnotrdjkatna 28

—gornotrdjkatna 28
~ hermitowska 36

"— hermitowsko antysymetryczna 36

— — sprzetona 35

- — gymetryczna 36

— jednostkowa 28

— Jordana 61

- kontragredientna 277

-~ kwadratowa 28

-~ odwracalna 32

- odwzorowania liniowego 29

-~ gperatora liniowego 30

— oriogonalna 35, 140

- Pauliego 37

- przejécia 33

— pseudo-ortogonalna 141

— pseudo-unitarna 141

- gkalarna 28

— skodnie symetryczna 36.

— symetryczna 36

- transponowana 28

— unitarna 35, 140

— zlozenia odwzorowan lintowych 31
mapa afiniczna 229

metoda najmniejsaych kwadratdw 126
— Strassena 38

metryka 72

— dyskretna 72

- Kéhlera 252

- standardowa przestrzeni kartezjanskiej 72
mnozenie macierzy 30

- — nrzes skalar 22, 30

« tensorowe 274



310 Skorowidz

— wewnetrzne 297

— zewnetrzne 285

modul nad pierscieniem 257
— noetherowski 258

— skoticzenie generowany 257
monatonicznodé wymiara 18
morfizm funktordw 90

— kategorii 86

- gerowy 88

nieréwnodé Cauchy ego—Bumakowskmgo«
Schwarza 123, 134

-— Minkowskiego 77

~— trojkata 123, 135

— = dla metryki 72

— = W druga strone 181

niezaleznosdd liniowa 16

niezmiennik operatora liniowego 34

norma odwzorowania l:mowego indukowana 75

- wektora 73 :

normalna postaé Jordana macierzy 61

obiekt kategorii 86°

- — injektywny 93

- — projektywny 93

objetodé n-wymiarowa 128

— n-wymiarowej elipsoidy 130

— — kuli 130

— n-wymiarowego prostopadloscianu 129

— pierdcienia kulistego 130

obraz odwrotny funkcji 8%

- odwzorowania liniowego 26

ohserwabla 154

oczekiwanie matematyczne 132

odbicie 142

— czasowe 187

—- czasu 187

—- przestrzenne 187

adchylenie érednie kwadratowe wielkodci mie-
rzalnej 155

odeimowanie zewnetrzne 202

odlegtodé miedzy podzbiorami 124, 138

-~ punktéw 72

odwzorowanie afiniczne 203

- antyliniowe 85

— biliniowe 99

—- dwoiste 54

— dwoistosel 235

— dwuliniowe 53, 99

— liniowe 22

—- - pgraniczone 75

-— poéiliniowe 85

- — polozenia 157

— péttoraliniowe 100
— gprzesone H4

-— symetryzujace 280
— tozsamosciowe 22
-— wieloliniowe 99, 263
e ~—— ypiwersalne 264
— gerowe 22 )
ograniczenie gérne 20
okrag 74

operator anihilacji 303
— diagonalizowalny 58
- energii 157

— — oscylatora harmonicznego 157
— Hamiltona 157

— hermitowski 145

- kogranicy 95

- kreacit 303

— liczby czastek 303
— lintowy 22

— nieujermny 152

— nilpotentny 64

— normalny 151

— ortogonalny 139

-— pedu 157

— rzutowania 44

~ pguty spinu 157, 173

-~ samnogprzezony 144, 145
- gpragzony 144

-— symetryczny 145

— unitarny 139

opuszezanie wskafnikdw tengora 272
orientacja czasu 179

~— przestrzeni 48 . .
— - Minkowskiego 184
osle gléwne kwadryki 163

para baz dwoistych 54

— — pgodnych 40 ”
— obserwabli kanonicznie sprzezonych 156
paraboloida eliptyczna 163 :
— hiperboliczna 163
paradoks blidniat 182
pfaffian 190

piec 138, 155

pierécien 2 dzieleniem 251
— z gradacja, 256

plan produkcji 221

— — optymalny 221
plaszczyzna 8

~~ Arganda 12




Skorowidz 311

 — hiperboliczna 192

| — rzutowa 228

— gespolona 12

. pochioniecie fotondw 159

pochodna w kierunku wektora 297 -

poczatek strzabki 86

podnoszenie wskaénikéw tensora 272

podprzestrzen afiniczna 213

—- dopeiniajaca 45

-~ generowana przez wektory 16

-— liniowa 10

— niezdegenerowana 107

- piezmiennicza wzgledem operatora 58

- osobliwa 107, 187

— gozpieta przez wektory 16

— preczywista 238

— pzutowa 231

-— wlasna operatora 58

- wepoirzednodciowa 188

-— z gradacjg 256

podprzestrzenie afiniczne rdwnolegle 213, 214

— liniowe jednakowo polozone 39

- — ortogonalne 102

— = transwersalne 42

— - w pologeniu ogdélnym 41

podrodzina maksymalna liniowo niezalezna 17

podrozmaitoéé liniowa 49

podzbidr ograniczony 73

- wypukly 74

pokrycie afiniczne przestrzenl rzutows) 224

pole tensorowe 299

-— wektorowe 208

poloienie ogdlne podprzestrzeni 41

. —— ukladu punktéw przestrzeni rzutowej 242

~- réwnowagi ukladu mechanicznego 165

potega zewnetrzna przestrzeni 284, 296

powloka afiniczna 214

- liniowa 16

— rzutowa 231

poziom energetyczny 158

potprzestrzen 221

prawdopodobieistwo 132

projekeia Hopfa 230

projektor 44

— samosprzeiony 148

projektywizacja 239

prosta 8

~— rgutowa 228

prostopadia wspolna do pary podprzestrzent
218

prostopadiocdcian n-wymiarowy 128

przeciecie podprzestrzent liniowych 10
przekatna gléwna macierzy 28
przeksztalcenie perspektywiczne 245
przemieszezenie ciagle 46
przestrzert afiniczna 201
- = eyklidesowa 210
— anizotropowa 192
— Banacha 73
— cykliczna 69
— dualna 11
— dwoista 11
- dwusprzezona 25
~ euklidesowa. 122
- fizyczna obserwatora inercjalnego 179
— funkeji 9
— gléwna jednorodna 202
— hermitowska jednowymiarowa 105
-~ Hilberta 132
— hiperboliczna 192
-~ ilorazowa 49
— kartezjanska euklidesowa 123
— — jednowymiarowa 8
— — p-wymiarows §
— — unitarna 132
~— kierunkowa 213
- kohomologii kompleksu 95
— liniowa 7
— — nad cialem nieprzemiennym 251
- ~— pieskonczenie wymiarowa 15
— — gkofczenie wymiarows 15
~— - stowarzyszona z przestrzenia afiniczng
201
~- metryczna 71
- metryczna zupelna 73
Minkowskiego 165, 169, 178
ortogonaina jednowymiarowa nad € 104
nad R 104
probabilistyczna skoiczona 131
refleksywna 26
relowa 228.
- dwoista 234 _
— — n-wymiarowa kartezjanska 228
— — trojwymiarowa rzeczywista 177
— spinordw 169
- gprzezona 11
- - zespoiona 84
- standw ukladu kwantowego 135
— gtyczna 297
— symplektyczna 187
- — dwuwymiatowa 106
— — jednowymiarowa 105



312

— tréjwymiarowa euklidesowa 170
— upitarna 132

— unormowana 73

- wektorowa 7

— z gradacja 255

— zerowymiarowa 8

przestrzenie izometryczne 103

- izomorficzne 24

przesuniecie 201

punkt krytyczny funkeji 166

— -~ niezdegenerowany 166

— przestrzeni afinicanej 201

— — rzutowej 228

— rzecaywisty 238

— drodkowy funkgli kwadratowej 224
— wewnetrzny odcinka 222

realifikacja przestrzeni liniowej 80
regula zakazu Pauliego 303
reguly Feynmana 137

relagja porzadku 20

rodzina wektoréw liniowo niezalezna 16
e — zaleina 16

réwnanie Schrédingera 158
réwnowaznosé norm 75

rozkiad biegunowy operatora 153
—- gpektralny operatora 148
rozklad symplicjalny 229
rozmaitosé algebraicana 255

— Grassmanna 290

rézniczka funkeji 299

— odwzorowania w punkeie 27
rézniczkowania pierdcienia 298
— zewnetrzne 301

rozszerzenie afiniczne grupy 210
- ciata skalaréw 85, 268

ruch euklidesowej przestrzeni afinicznej 210
- niewlagciwy 212

- §rubowy 211

~ wlagciwy 212

rzad formy kwadratowej 115

- graniczny tensora 303

- Hloczynu skalarnego 103

- macierzy 38

- radginy wektordw 16

-~ tensora 273, 304

reut ortogonalny 124

rzutowanie ze §rodka 245

sfera 73
sktadows jednorodna 255
sktadowe tensora 276

Skorowids

- stala Plancka 157

sprowaézeme formy dwuliniowej do postaq Ka-
nonicznej 113 -
— — kwadratowej do postaci kanomczne; 114 i
115, 118
— maciersy do postaci normalnej Jordana 6 :
— e antysymetrycznej do postaci kanomcznejz
113
-— — hermitowskiej do postaci kanomcznej 11 3
-— — symetrycenej do postaci kanonicznef 112
sprzezenie formalne operatora mzmczkowago-
149 '

stan czysty ukladu kwantowego 136

— podstawowy 158

— prdini 303

— stacjonarny 158

— wzbudzony 158

— zdegenerowany 158

statystyka Bosego-Einsteina 303

— Fermiego 303

stopien degeneracii stanu 158

— rozmaitoéci algebraicznej 261

stozek kierunkdw asymptotycznych 164
— gwietiny 180

struktura zespolona 82

e kanoniczna 82

e e gRTZERONA 84

strzalka kategorii 86

surna podprzestrzeni 40

- — prosta 42

— prosta odwzorowan liniowych 45.

— — pewnetrzng 45

sygnatura formy kwadratowej 115

- przestrzeni z iloczynem skalarnym 109
symbol Kroneckera 9

symetryzacja 280

sympleks domkniety 209

— n-wymtarowy standardowy 209

— zdegenerowany 209 :
system bazowy standw ukladu kwantowego 137"
szereg bezwzglednie zbiezny 73
— Fouriera 121

— Poincaré’ge 260

— teorit zaburzer 161

$ciana zbioru wypuklego 222
glad operatora liniowego 34
érednia arytmetyczna 14

— wazona 14

— — kwadratowa 119

érodek funkeji kwadratowej 224



srodkowa ukiadu punktéw 220

temperatura 131

tensor 264, 273
— alternujacy 284

— antysymetryczny 284
¥ — kontrawariantny 273
— kowariantny 273
— Kronsckera 277
— metryczay 276
- mieszany 273
— rozkiadalny 264

— skosnie symetryczny 284
— strukturalny 274
e s pl gebry 277
" — symetryczny 280

" teoria Morse’a 167
— wzglednoscl szczegdina 178
-— gaburzed 15%
© topologia staba 76
‘7 tozsamosé Jacobiego 39
“ transformacia Cayleya 153
o trdika dokladna 88

- twierdzenie Chasles’a 212
— Desargues’a 249
-— Eulera 143
_~ Fischera~Couranta 168
. — Hamiltona-Cayleya 62

+ — Jacobiego 118

- - o begwiadnodcei formy 109
 — o dokladnodei funktora £ 93
— o przediuzaniu odwzorowan 92
“- — o uzupelnianiu do bazy 18
- — Pappusa 249
— Witta 193
tworzaca 164

typ homotopijny 167

— tensora 273

~uklad barycentryczny wspdlrzednych 207
v — generatordw ideatu 256

o~ — jednorodnych modulu 257

"— inercjalny 180

— réwnatt normalny 127

: — wapohrzednych afinicznych 205

waga formy biliniowej 119

— tensora 273
“walec paraboliczny 164
wartodé srednia obserwabli 155
- = wlasna operatora 59
warunek Cauchy’ego 14

Skorowidz 313

— Hilberta 14

- liniowy 10

— minimax 168

wektor 7

— cykliczny 69

-— pierwiastkowy operatora 64

- stanu 136

—- styezny 297

- wlasny 59 ‘ ‘
— wspdirzednych grassmannowskich 291
wektory jednakowo zorientowane w czasie 182
— ortogonalne 102

widmo energetyczne 158

— operatora 60

— - progte 60

— - samosprzezonega 146
wielomian anihilujacy operator 62
— charakterystyczny operatora 59
— Czebyszewa 122, 151

— Hermite’a 122, 150

-~ Hilberta 260

~— jednorodny 254

-~ Legendre’a 121

— minimalny operatora 62

— trygonometryczny 119
wielodcian 221

wiersz macierzy 28

wierzcholek zbioru wypukiego 222
wspdlczynnik Fouriera funkeji 120
— korelacyi 132

— Lorentza 183

wspdlrzedne afiniczne punkiu 206
— baryeentryczne punktu 207

— jednorodne punktu 228

— tensora 276

— wektora 14

wymiar przestrzeni afinicznej 205
— — liniowej 15

- — pputowej 228

- rozmaitosci algebraiczne] 261
wypromieniowanie fotondw 159
wyznacznik operatora linlowego 34
zasada dwoistoscl reutowej 235

— nieoznaczonodcl Heisenberga 156
— Pauliego 303

— superpozycji 136

zbieznosé wegledem normy 73
zbidr credciowo uporzadkowany 20
- lintowo uporzadkowany 20

- miersalny 128

zlotenie morfizmoéw 86



314

zinienna losowa 131

- — unormowana 131

zmienne losowe niezalezne 132
zwezenie 271

— ciala skalaréw 81

—- rzeczywiste operatora lniowego 80
- — preestrzeni liniowej 80

- tensora 278

— — pelne 272

— — wzgledem pary wskadnikdw 272

Skorowidz

1-forma rézniczkowa 299
A-modut 257

- g gradacig 257

K -algebra Liego 39
p-wektor 289

— prosty 289

— rozktadalny 289
P-funkcja stanu 136
o-proces 247




LD LOD LoD QO L0 oM LD Lo Lo Wi

Przedmowa . . . . . . .. .. . 5
Czesé 1. Przestrzenie liniowe i odwzorewania liniowe ., . . .. . .. 7
§ 1. Przestrzenieliniowe . . . . . . . .. ... ... oL, 7
§2 Bazalwymiar . . . . . . . . . e 14
§ 3. Odwzorowanialiniowe . . . . . . . .. .. ... L 22
4. Macierze . . . . . .. ... e 28
§ 5. Podprzestrzenieisumy proste . . .. .. .. ... L. 39
§ 6. Przestrzenie llorazowe . . . . . .. ..o oo 49
§7. Dwolstod¢ . . . . .. ... 53 -
§ 8. Struktura odwzorowania linjowego . . . . . ... ... Lo 57
§ 9. Jordanowska postaé¢ normalna macterzy . . . . .. .. .. ... S o |
& 10. Przestrzenie liniowe unormowane . . . . . e e e e e e 71
§ 11. Funkcje operatordw linfowych . . ., . .. .. ... o000 77
§ 12. Rogszerzenie zespolone 1 zwezenie rzeczywiste . . . . . . . . . . ... .. 80
§ 13. Jezyk teorii kategorii . . . . ... ... L Lo L 86
§ 14, Kategoryjne wiasnodci przestrzeni liniowych . . . . .. .. ... ... .. 91
Czesé 2. Geometria przestrzeni z iloczynem skalarnym ... .. . .. a7
Lo Ogeometril . .. . ... 97
2. Hoczynyskalarne . . .. .. ... .. ... .. ~ 99
3. Twierdzenia klasyfikacyjne . . . . . . .. .. ... L. 107
4. Algorytm ortogonalizacji i wielomiany ortogonalne . . . . . . . . . . .. 115
5. Przestrzenie euklidesowe . . . . . ... ... oo 122
6. Przestrzenie unitarne . . .. . . ... .. o oo 132
7. Operatory ortogonalne i unitarne . . . .. ... ... .. ... ..... 139
8. Operatory samosprzezone . . . . . . . . . .. .o ... 143
9. Operatory samosprzezone w mechanice kwantowej . . . . . . . . .. . . 133
10. Geometria form kwadratowych i wartosci wiasne operatoréw samosprze-
ZOMYER . . o e e e 162
11. Tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa . . . . . . .. . ... ... ... 169
§ 12. Przestrzenn Minkowskiego . . . . . .. . ... ... ... ... ... ... 178
§ 13. Przestrzenie symplektyczne . . . . . . . . . . ... L L., 187

Spis tresci

. Twierdzenie Witta i grupa Witta . . . . . . ... ... ... ... ... 192



316 Spis tresci

§ 15, Algebry Clifforda . . . . . . . . . . o .. e 186
Czeséé 3. Geometria afiniczna irzgutowa .. ... ..., . ... ..... 201

§ 1. Przestrzenie afiniczne, odwzorowania aliniczne i wspélrzedne afiniczne . 201

§ 2. Grupy afiniczne . . ... .. ... ... e e 209

§ 3. Podprzestrzenie afiniczne . . . . . ..o oo Lo 213

§ 4. Wielodciany wypukle i programowanie linfowe . . ., ., .. ... ... 220 -
§ 5. Funkcje kwadratowe afiniczre i kwadryki . . . . . . ... oL L. 224"
§ 6. Przestrzenie rzutowe. . . . . . . . e e 228
§ 7. Dwoistos¢ rzutowa i kwadryki rzutowe . . . . . . .. .. e 234 .
§ 8. Grupy rzutowe i rzutowania . ... ... .. .. ... e 239 -
§ 9. Konfiguracje Desargues’a i Pappusa oraz kla.syczna. geometria rzutowa , 248
§10. Metryka Kahlera. . . . . . . . .. . 2520
§ 11. Rozmaitoéci algebraiczne i wielomiany Hilberta . . . . .. . ... ... . 254 0

Czeséé 4. Algebra wieloliniowa . . .. ... ... ... ... ... ..... 263

§ 1. Toczyny tensorowe przestrzen: wektorowych . . .. ... ... ..... 263

§ 2. Izomorfizmy kanoniczne i odwzorowania liniowe iloczynéw tensorowych 268

§ 3. Algebra tensorowa przestrzeni limiowej . . . .. .. ... ... ..., 273

§ 4. Notacja klasyczna . . ... ... .. e P e ... 275
85, Tensory symelIVCZNE . . . . . v v v v i i e e e e e e e 280
§ 6. Tensory antysymetryczne i algebra zewngtrzna przestrzeni liniowej . . . 284
§ 7. Formyzewnelrzne . . . . . . . . . . 0 o i i e 204
§8. PolatensoroWe . . . . . . v i i e e e e e e e e e 207




Do nabycia w ksiegarniach

A.V. Balakrishnan
Analiza funkcjonalna stosowana

R. Bittner
Rachunek operatorow w grupach

J.B. Czerminski, A. lwasiewicz, Z. Paszek, A. Sikorski
Metody statystyczne dla chemikéw

R. Frankiewicz, P. Zbierski
Granice i luki

H. Koczyk
- Geometria wykresina

J. Uchmariski
. Klasyczna ekologia matematyczna

Ksiazki PWN sa do nabycia w ksiegarni PWN Warszawa,
ul. Miodowa 10 (poniedziatki—pigtki, 9.00-16.00) oraz w ksig-
garniach promocyjnych PWN na terenie catego kraju.




